A  Mechanik

|  Mechanik der Massenpunkte

1 Kinematik der Massenpunkte
Kinematik: Beschreibung der Bewegung, durch
Ortsdnderung U Dr, r = Ortsvektor in einem von uns gewahlten KO - System
Geschwi ndigkeiti’/ Vektoren Anderung des Ortes mit der Zeit
Beschleunigung Ib

i
[
iu
% Anderung der Geschwindigkeit mit der Zeit

y A
Geschwindigkeit: %;
Durchschnittsgeschwindigkeit im Zeitraum von t, bis t,: Ut ty)
= r(t,)-r(t) _Dr(t.t,),
u(t,,t,) = =
(t.t) t,- t, Dt P 2
Momentangeschwindigkeit zum Zetpunkt t, : >
7 -7 X
U(tl)_llmr(t ) r.('tl) | r(tl+[x) r(tl) :||mu(tl’t +Dt) __(tl)
6®L  t, -t DI®0 Dt Di® 0 Dt
y4 d
Beschleunigung: a\
Durchschnittsbeschleunigung:
- _u(ty) - d(t,)  Da(t,,t,),
a(tl’tZ) - t2 _ tl - Dt
M omentanbeschleunigung zur Zeit t,: ;
at,) :.lgithU(tl +Dt) - a(ty) _ . Du(tl,t + Dt) __( 1)
_ Dt Dt®0 Dt

Bewegung in der Ebene:
Wollen wir die Bewegung eines Tellchensin der x- y- Ebene (in kartesischen Koordinaten)
beschreiben, so gilt:

dr(t) . M6 _ dax(t)o a@'X(t/t-
dt gu OGP alyy gdy(t/

u(t) =

A(t) = du(t) . ﬁx(t)gzgwx(t)gzéﬂux(%g
dt gay(t)a dt guy(t);, éduy(%t;:a

1. Speziafall:

|Bei konstanter Beschleunigung (a = konst) ergibt die Integration obiger Gleichungen:

! Skalarprodukt: Richtung von D , Betrag |DF| xé Einheit: Lange/Zeit = m/s
2 Skalarprodukt: Richtung: DU , Betrag %, Einheit: Geschwindigkeit/Zeit = m/s?



u(t) =u, +ax (4, =u(t =0))
F(t) =, + Ut +zat”

Bsp.: Ein FuRballspieler schief den Ball unter einem Winkel von 37° zur Horizontalen mit
einer Anfangsgeschwindigkeit von 20 m/s.
a) Nach welcher Zeit erreicht der Ball seinen hdchsten Punkt?
b) Wiehoch ist er dann? y
c) Wielangeist er in der Luft?
d) Wieweit fliegt der Ball? t

e) Mit welcher Geschwindigkeit landet er auf dem Boden? 0

In X- RiChtung gllt aX :O’ ux :Uxo = uO >COSj ’ XO :0! X(t) = XO +ux0>¢
ta, =-g=-9817, u,=u,+at =u,sinj ;- gt
In y- Richtung gilt; I Y gy 20 0
Yo =0, y() =y, +u,sinj , ®- gt
a) Im hochsten Punkt gilt: u, = O
o U, SINj 4
0=uySNj - Gty P oo :T:lZBS
b) Ymax = Yo +uos-nj 0>¢hoch - Elgtﬁoch: 7.38m.
> —

. 2
C) y(tFIug) =0=u,8n] 0 Xeg - %gtémg P trg :E

U, SNj o =2%,,,=245s

2 .
d) R=X(tgy,) = Xo + Uyg Xy =E>uo2 sinj , cosj , =39.20 m.
- - —
=0
€) U (try) = Uy = Uy >COY

uy(tFIug) SUyg- gXp,, = Uy SINj o - 2U, SiNj 4 =-UySiNj ( = - U,

Flug

uEnde :'\/uxz(tFlug) +u5(tFlug) = UO'\/COSZJ 0 + S-an 0 = uo =20 %

u, (t
] gy = 21

_ snj ,

ux (tFIug) COSj 0

Hinweis. Wenn Sie x(t) nach t auflésen und diesin y(t) einsetzen, eliminieren Sie den
Parameter t und erhalten die Flugkurve y(x) .2

=-tanj ;P j g =-J o =- 37"

2. Speziafall:
Gleichférmige Krei shewegung:

Frage: Welche Beschleunigung erfahrt ein Korper, der mit konstanter Bahngeschwindigkeit u
auf einem Kreis mit Radius r umlauft?
i u(t,)

du
Antw.: &1 0, da U nicht konstant! a :E'

Die beiden Dreiecke
u,u,Du und r;r,Dr sind 8hnlich, denn:

X" X _ X Upsinj o>x 1 X
p : ==
uxO uxO Iny(t) y(X) uo Cog‘ 0 2

P y(X) = AX* + Bx: Parabd
2

3 x(t): t= g— =tanj , X- —5

2
uxO




G| =[] « |r|=|r,| und
= (ﬁl’ 42) == (G’rz)-4
bu_Dr| 1 -y
u r Dt u(t,)
LU LD im i
u Dt r Dt | oeo
1u 1o 1.
u dt r dt r
du o u? .
a:azlalz— (|al ist konstant).

a ist immer zum Zentrum der Kreisbahn hin gerichtet (8" G ) - Zentripetal beschleunigung.®

Bsp.: Der Mond braucht fur eine Erd-Umrundung 27.3 Tage. Nehmen Sie eine kreisférmige
Bahn mit Radius 384x10°m an. Wie groR ist die Beschleunigung des Mondes in

Richtung Erde?
s u? U= Bahnumfang _ 2pr
r’ Umlaufzeit T
4p?r 384X0°m m e 2
Paz—r =4|02‘A(273dx&xmx%)2 =272X0° ¢ 27840 x g <
’ d h “min -3 9.8H2 gy

Weitere Zusammenhéange der periodischen Kreishewegung:

Freguenz: n==, T = Periode, Umlaufzeit
. 20 r _u . A § Ds
Kreisfrequenz. w=2pn = — % =— = Winkelgeschwindigkeit: — =lim —
eq pn T g g r oeo r
——
Wini%inrad

u=w'r

2 Dynamik der Massenpunkte
Dynamik: Zusammenhang Kréfte - Korper - Bewegung

Newtonsche Gesetze

1. Newtonsches Gesetz: Ein Korper eféhrt nur dann ene Beschleunigung, wenn eine
Nettokraft auf ihn wirkt. (Trégheitsprinzip)
2. Newtonsches Gesetz: Kraft = Masse x Beschleunigung

* 4 liegt immer tangentia zur Bahn: :3—1.

> Genau genommenist u =%S, s= Kreisbogen. Ds® Dr fur Dr ® O.

®Hat & eine Komponentein Richtung von G , dannist |G| nicht konstant.
’ Frequenz in Umdrehungery/Sekunde; Kreisfrequenz in rad/s.

<y



3. Newtonsches Gesetz:

F=mxa (Aktionsprinzip), F =resultierende, an m angreifende
aulere Kraft.

Ein Korper der Masse 1 kg, der mit 1 . beschleunigt wird, erfahrt

die Kraft 1 N (,ein Newton*). Kréfte gehorchen den Gesetzen der

Vektoraddition.®

Die doppelte Masse erfahrt bel gleicher Kraft die habe

Beschleunigung b, Trage Masse" .

Das 2-te Newtonsche Gesetz impliziert das erste:

Fir F=0istda=0 < Statik

Reaktionsprinzp:

Wenn ein Kérper A eineKraft F auf einen Korper B ausiibt, dann

Ubt Korper B dieKraft - F auf Korper A aus’

Masse und Gewicht: Das Gewicht eines Korpers ist die Gravitationskraft, die die Erde auf ihn

Kraftgesetze:

Bei den Reibungskréften unterscheiden wir zwischen Haftreibung F; und Gleitreibung F
Frat £ M Py Fragmac = M %Fy

Faat = Myar XFy

auslibt: F, =mxg .

Feder:  Fry = - kX,
X = Audenkung der Feder aus der
Gleichgewichtslage,
k = Federkonstante
Reibung: F; = mxF,
Fy = Normalkraft zwischen Korper

und Unterlage,
M= Rebungkoeffizient
Erde: F =mg,
F ist,nach unten* gerichtet
> mxM
___________ Erde: F=Gx z
sa%.t G = Gravitationskonstante,
m= Masse des Satelliten,
O M = Masse der Erde,
Ede | r = gegenseitiger Abstand
1 e
______________ Elektro- Fg = —4peo ><—r2 :
Statik: g, = €. Feldkonstante,
e= Ladung des Elektrons,
Fg Q = Ladung der positiven Kugel,
C r = gegenseitiger Abstand.

gleit *

——

8 Experimentell verifizieren!
% Es gibt keine einzelne isolierte Kraft, sonder die , Aktion“ und die , Reaktion* tritt immer als
Paar auf, wirkt aber auf verschiedene Korper!

10 g ist keine Konstante!

4



Tel 2

My = Myair Y,

F, ist die Normalkraft, die zwischen Korper und Auflageflache wirkt; F steht ~ auf dieser
Kontaktflache. Die Relbungkraft F; steht immer A auf F, und ist der Bewegung
entgegengerichtet.

u2
Bei der gleichformigen Kreisbewegung erfahrt die Masse m eine Beschleunigung a = P die

2
~ u
zum Kreismittelpunkt gerichtet ist. Wegen F = m>a mul3 also auch eine Kraft F = mxT auf

die Masse wirken, die zum Krelszentrum gerichtet ist

@ Zentripetalkraft
u2
FZ = m)(le

Rezept zum L 6sen von Problemen der Dynamik:

1) Identifiziere den Korper, nach dessen Bewegung gefragt ist.

2) Betrachte die Umgebung, die Kréfte auf den Korper austibt.

3) Wahle ein Koordinatensystem, mit Ursprung und Achsen in geeigneter Weise.

4) ,Freischneiden* des Korpers: Zeichne nur das Koordinatensystem, den Korper und alle auf
ihn wirkenden auf3eren Kréfte.

5) Benutze das 2. Newtonsche Gesetz fiir jede der \Vektorkomponentenvon F und a.

Bsp.: Zwel unterschiedliche Massen sind tiber ein masseloses Seil und Uber eine masselose
reibungsfreie Rolle miteinander verbunden. Wie grol3 ist die Seilkraft und die
Beschleunigung der Massen?

1) Korper: m
2) Umgebung: Erdanziehung m, g , Sellkraft S @
3),4)
S- mg
5 = 1
) a, m 1) N m
Fur m, gilt entsprechend:
S- mg
a,=-a, =

y y rnz
(2) in (1) einsetzen:

m, >m,

© y S S

1 Eisauf Eis: 0,05£ M. £ 015, my, = 0,02 (temperaturabhangig!), M. >4

Gummi auf Festkorper:1£ m,, £4, my, »1

2 Durch Seil, Feder, Gravitation, €. Ladung...
13 = harmonisches Mittel von myg und myg.



& 2m, 0 m, - m,
Teill{ q _g—' lixg=——-—xg

Gedankenexperiment:

Sie befinden sich in einem geschlossenen Raum mit
kreisformigem Querschnitt. Der Raum ist leer; es
sind nur Sie selbst und eine Murme darin. Sie
machen folgende Beobachtung: Die Murmel liegt in
Ruhe auf dem Boden und berihrt die Wand. Sie
nehmen sie in die Hand und legen sie vorsichtig
wieder auf den Boden, etwas von der Wand
entfernt. Wie von Geisterhand gezogen setzt sich die
Murmel in Bewegung und rollt, mit konstanter
Beschleunigung a wieder bis zur Wand! Nun
spiren auch Sie selbst, dal3 eine unbekannte Kraft
an lhnen zieht und Sie gegen die Wand druckt!
Newtons Gesetze scheinen nicht mehr zu stimmen:

1) Sie selbst und die Murmel sind an der Wand in Ruhe (U = 0, a=0), aberdiewand driickt gegen
Sie(F 1 0O)!

2) Ricken Sie die Murmel von der Wand ab, dann erfahrt sie eine Beschleunigung, obwohl keine dulere
Nettokraft auf sewirkt: F =0, abera?l 0!

3) Sie stellen also fest: Es wirkt eine geheimnisvolle Kraft F" auf die Murme, die ,Aktion*; es gibt

aber in der Umgebung nichts, wovon diese Kraft ausgeht; es gibt also auch keine Resaktion in der
Umgebung!

L 6sung:
Ihr Bezugssystem selbst erfahrt die Beschleunigung - a!

Resultat: In einem Bezugssystem, das mit a beschleunigt wird, gibt es eine , Tragheitskraft”

F" =-m>d, dieihren Ursprung nicht in der Umgebung des betrachteten Korpers hat! = Zu

dieser Kraft F~ gibt es keine Gegenkraft!

1.+3.N.G.: An der Wand heben sich F* (Kraft auf die Wand) und Ry, qe yum degENSsitig auf
b a=0.

2.N.G.: Auf dem Boden wirkt F* = m>a auf die Murmel < Sie wird beschleunigt.

Beschleunigte Bezugssysteme sind z.B.:
- Fahrstuhl
- Karussall.

Beschleunigte Bezugssysteme heiffen auch , Nicht-Inertidsysteme® < Tragheitskréfte
berticksichtigen.

Unbeschleunigte Bezugssysteme heif3en , Inertialsysteme”. Sie haben - relativ zu den
Fixsternen - konstante Geschwindigkeit Ug,,,, = konst. Hier treten keine Trégheitskréfte auf.



3 Arbeit und Energie

Bidang betrachteten wir konstante Kréfte F, die auf eine Masse m wirken und zu einer
konstanten Beschleunigung a fuhren. Die Geschwindigkeit u(t) des Teilchens zu jeder Zeit
und seine Position waren dann einfach zu berechnen. Die Sache wird komplizierter, wenn F
und damit auch a nicht mehr konstant, sondern eine Funktion des Ortes ist, wie z.B. bel der
Gravitation oder der Feder.

Wenn die Aufgabe lautet, bel einer raumlich veranderlichen Kraft die Geschwindigkeit eines
Massenpunktes an einem bestimmten Ort zu berechnen, bietet sich die Berechnung Uber die
Energie des Tellchens an. Dazu bendtigen wir zunéchst die

Definition der Arbeit:
Wirkt eine konstante Kraft F auf ein Teilchen, das die Strecke § zuriicklegt, so verrichtet die
Kraft F an dem Teilchen die Arbeit W = F >g.*

b
Ist F eine Funktion des Ortes, so verrichtet F an dem Teilchen die Arbeit W = ()Fds .

Einheit: 1Nm=1J

15

Bsp.: Pendel: Eine Masse m hangt an einem masselosen Selil der Léange | . Mit einer raumlich
veradnderlichen Kraft lenken wir die Masse entlang des Kreisbogens (Radius | ) langsam
mit konstanter Geschwindigkeit bis zum Winkel j - aus. Welche Arbeit wird von der
Kraft an der Masse verrichtet?

a) F istimmer horizontal gerichtet:

]

F=Fssinj O . F .
. ytan) =——
mg = Fscosj mg | mg
j j ® . ¢h
e e m X
W = ¢Fdx= gnxgtanj dx |dx = ds>cosj = cosj Idj
j =0 j =0
be . ) y=h
W =mgl ¢ginj dj =mgl[- cosj },* =mgl(1- cosj ()=mgh W =mg ¢fly = mgh
ji=0 y=0

b) Welche Arbeit wird in @) von dem Seil an der Masse verrichtet?
W, =0,denn Fg,"ds.

c) Welche Arbeit wird an einer Masse verrichtet, die von einer Kraft F um die Hohe h

senkrecht nach oben gehoben wird? F
F =mxg
W =F >xh =mxg>h
-

Potentielle Enerqie

Wir haben gesehen, dal3 wir gegen das Schwerefeld der Erde Arbeit verrichten missen, um
einen Korper der Masse m um die Hohe h anzuheben: W =mxg>h. Diese Arbeit ist

YW=Fxxos ; Fosj istdieKraftkomponentevon F inRichtungvon §.

> Muskeln. Myosinképfchen greifen an Aktinfilamenten an und verkiirzen die Fasern. Starres
Halten: Filamente rudern auf der Stelle > Energieverbrauch! (Wurden sie nur starr angeklinkt,
wurden Skelettmuskeln erstarren, Beweglichkeit ginge verloren. Sp.d.W. 2/2001, S. 38)




unabhangig vom Weg, den wir wahlen = wir sagen, das
Kraftfeld F(F) _ist .konservativ*®®. Die Arbeit W

steckt nun ds, potentielle Energie |E,, =mxg>h|,in

dem Korper“Y, denn wenn wir die Arbeit verrichtende
Kraft ,, abschalten”, falt der Kérper zurtick und gewinnt
Bewegungsenergie.

Allgemeingilt:  Verrichten  wir gegen  en

konservatives Kraftfeld F(F) an @

b
einem Korper die Arbeit W = - (‘jf(f)dr, so andert sich seine potentielle

a

b
Energie um denselben Betrag: | DE , = - ¢f (F)dF |

Bsp.: Gravitation: E_, =mxg>h { F(y) = konst gent auch!}
Feder: Freser = - KXX, DE, = - (F (X)dx :%kXEZ - %kxf\

Elektrostatik: Coulombkraft:
1 QJ_QZ E =+ 1 Q1Q2 18

I:‘3"‘*'_4pa) rz2 " TP T 4pe

pot 4

v

sgnQ, * sgnQ,
F<O0

Umgekehrt gilt:  Ist das Skalarfeld E ,, () bekannt, so 1a% sich das konservative Kraftfeld

berechnen:
AE . /0
04
F(F)=-grad E ,(F) =- gﬂEpotWi’lg
gﬂEpot T
zg

d.h. F zegtindieRichtung, in der E_, am schnellsten abnimmt.

pot
Bsp. fur nicht - konservative Kraft:
Reibung: Bei der Verschiebung eines Korpers
von A nach B kommt es be der
Berechnung der verrichteten Arbeit
sehr wohl auf den Weg an 2 Die

Definition einer potentiellen Energie
E (") as Funktion des Ortes ist
nicht sinnvoll. {<> Die mechanische
Energieerhaltung gilt nicht.}

L eistung

*® Geschlossener Weg: gy ds = DE,;, = 0 fiir konservative Kréfte. Nicht-konservative Kréfte:

¢yds = DE,, * 0; Reibung: DE,,, <0; Ringbeschleuniger: DE,, >0.
YFur g=konst b hklein.
*® Potential = Spannung U == .

 Eindimensional: ¢ - % .

dx
8



Interessieren wir uns nicht nur fir die Arbeit W, die eine Kraft an einem Korper verrichtet,
sondern auch fur die Zeit t , die daftr bendtigt wird, so kommen wir zum Begriff der

Leistung P:

dw L
pP= W’ oder, wenn P(t) = konst: W = P . Einheit: [P] =W

Kinetische Energie

Die Kréfte an unserem Korper seien nun nicht mehr ausbaanciert, sondern es wirke eine
Nettokraft = Die Masse wird beschleunigt.

Annahme:

Dieveranderliche Kraft F wirktin x-Richtung: F = F(x), die Bewegung des K érpers erfolge
ebenfallsin x-Richtung:

=5 mbe” - ud)

Xg Xg xEdu Ug 1
W = ¢F ()dx = Jm>a)dx = mxg)—dx = mx¢ du = = mu?
XAd:( ) XAd ) XA dt |.,IA0J 2

1 1
:EmuEZ- Emuf\

Wir nennen E,, =4mu?® die ,kinetische Energie’ des Korpers der Masse m und der

Geschwindigkeit u .

Wir stellen fest:

Die Arbeit, die von einer Nettokraft an einem Korper verrichtet wird, ist gleich der Anderung
der kinetischen Energie des Korpers.

Dies gilt auch im allgemeinen Fall fir beliebiges F(F) und jede beliebige Kurve der
Bewegung.?

Umgekehrt gilt:

Nimmt die kinetische Energie eines Korpers ab (DE,,, <0), so ist die verrichtete Arbeit der

angreifenden Kraft negativ: (‘jfdé < 0. (verrichtet er Arbeit an der Umgebung.)

Energieerhaltung:
i N g |
Energieerhatung: dE, =- F(r)dr xa
dE = I — - ! .. .
Pt _ _ F(F)xd_r: “E(F) X =- mxaxi=- ggd_maz(:)___ dE,, »
ﬁ_ dt dt @2 g=dt
dEpot dE,, B d ~ )
dt + dt _E(Epot + Ekin) =0 oder Epot + Ekin = konst.

Die Energieerhaltung in dieser Form gilt nur fiir konservative Kréfte (F nur abhéngig vom
Ort). {nicht von der Zeit oder der Geschwindigkeit}

Vorteil des Energiebegriffes gegeniiber des Kraftbegriffes:

Energie: Skalar,

20 . e . . . .
m>a:m><F:F|><FD Fﬁ:dﬂ:mxr‘xr‘:lmi(rz):gému Yo _——hn
dt 2 dt dt

2L = am besten riickwarts nachweisen (z.B. Produktregel!).




Kraft:  Vektor.

Wenn wir wissen, dal3 die Energieerhaltung gilt, lassen sich viele Probleme mit dem
Energieerhaltungssatz einfacher angehen al's mit den Newtonschen Kraftgesetzen.”
Bsp.: Berechne die Geschwindigkeit u eines Korpers am Ort der Héhe y =0, wenn er aus der

Ruhe aus der Hohe y = h eine reibungslose gekriimmte Kurve hinuntergleitet.”
Energieerhatung: E,;, + E,, = konst.:

1 1
Emu§+m>g><h:§mu2+mxg>0, u, =0

1
m>g><h:§mu2 P u=42gh ]

Die Erfahrung zeigt uns, dal3 die Gesamtenergie E . eines abgeschlossenen Systems (dem

ges

dt

keine Energie von aul3en ab- oder zugefthrt wird) erhalten bleibt: E . = konst.P =0.

Z.B. entzieht die Reibungskraft F; einem bewegten Korper auf rauher Oberflache (kinetische )
Energiec Wy =- F; xs< 0, d.h. der Korper verrichtet Arbeit an seiner Umgebung: = Die
aufeinander reibenden Flachen werden warm! D.h. die ,innere Energie® von Koérper und
Oberflache wird erhoht: Ey, + E, +E;, = konst.*

Allgemein gilt die Energieerhaltung:
Energie kann von einer Art in eine andere umgewandelt werden, aber sie kann nicht erzeugt
oder vernichtet werden; die Gesamtenergie ist konstant.

Energiearten: Potentielle, kinetische, innere (Warme), Schall, Licht, Elektrizitét, nukleare, ...

Bsp.: Ein Korper der Masse 1 kg falt mit einer Anfangsgeschwindigkeit von u, =14% aus
240 m Hohe in Sand. Er schléggt enen Krater von 20 cm Tiefe. Bestimme die
durchschnittliche Kraft des Sandes, um den Kérper zu bremsen.”

1

Emuj +mxgxh+9) =E, e = F 6% \

T+ h+s

- 0
b E =g my +mg(h+92=122718 N

22 Obwohl die Energieerhaltung aus den Kraftgesetzen folgt.

2 Die Hangabtriebskraft ist abhangig von der Neigung der Oberflache = Beschleunigung a an
jedem Punkt = Integrieren Uber den Weg. Aber:

Das Kraftfeld der Gravitation ist konservativ, andere Kréfte verrichten keine Arbeit =
Energieerhatung.

# 0, =-W..

2 |_uftwiderstand vernachl &ssigen.

®- W, , F -5

Stopp ?
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