Il Mechanik starrer Korper
Wir betrachten nun physikalische Korper mit Masse und Ausdehnung (Grole t 0).

4 Massenschwer punkt
Fur ausgedehnte Korper erweist sich der Begriff des Massenschwerpunktes al's niitzlich:

Def.: Der Massenschwerpunkt eines Korpers bestehend aus n Massenpunkten m, m,, ..., m,
liegt bel
aex 0 gs(zo as( 0
mlc;yl +MCY, .. +mngyn-
a0
~ 1 7 321@ %Zzz %z g ¢ °=
f=——xa mr, = =GYsts das sind 3 Gleichungen!
Myes =1 m +m+..m, §
Z50
Handelt es sich um einen Kérper mit kontinuierlicher Massenverteilung®, so wird
1 p 1 g Fe P2
== x|limg DmF = — x¥ydm=—— & y-dm=_y. 3GIn!!
s m,. Dr?ama:l m,. 0 m,. O;:y cYs= ( )
b ¥ Sz Szy

Legen wir den Ursprung unseres Bezugssystems genau in den Schwerpunkt des Korpers, so dali3

f, =0, dannfolgt & mr =0 bzw. (ydm=0.
i=1

T

2.ex

Bewegung des M assenschwerpunktes:

Myes s =ML + MG ..+ MT

Myes X—= = My X = MU, + mu, +... +

dF, E -
My XTZS =My X8g =M, +myd, +...+ma, ;“:‘ )
= (lfl,e( + Flln) (lfz,ex + ﬁz,in)+ ot (lfn,e( + IEn,in) ) ’
=Flo*Foo -+ Fro

Der Schwerpunkt eines starren Korpers bewegt sich so, als ware die gesamte Korpermasse
My, inihm vereinigt und als wirden alle auleren Kréfte an ihm angreifen:

I
-

My s = Fy y ™
5 Impuls
Def.: Der Impuls p eines Teilchens der Masse m und der Geschwindigkeit U ist gegeben
durch
p=m.2

Das 2. Newtonsche Gesetzt lautet nun;

! D.h. Dmsehr klein, n sehr groRR.
ZWie istauch p abhéngig vom Bezugssystem!
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= d
F=—|==(mx)?3
W)

=m>a (fur konstante Masse).
Fur ein System von n Teilchen mit den Massen m;,m,,...,m, ist der Gesamtimpuls Py

_pges :rnlljl-'-rnzaz +"'+rnnljn: mg&s st .

dp _
Pocs :%(mg% Xg) = Myes xag = F,, (bel konstanter Masse)

dt
| mpul serhaltung:
- - dp =
F,=0: % =0: Greft an einem physikalischen System keine resultierende dulRere Kraft

an, so bleibt sein Gesamtimpuls erhalten: P =konst (3 GInt).”

Bsp.: Ruckstof3:
Wir betrachten den &Zerfall von ruhendem **U® **Th+*He: das &Teilchen habe

eine Geschwindigkeit von 14 >QO7E{ und eine kinetische Energie von 4,1 MeV.}
S

Berechne die RiickstoRgeschwindigkeit des Tochternuklids >*Th .
Th

pgs = (_j = rnalja + rnThleh P P
5 <«
G, =g =% w40 M= 23905 " C ]
me, 234 S S Pyes = PG =0
6 Satik

Ein starrer Korper ist (in einem Inertialsystem) im ,, mechanischen Gleichgewicht” wenn
die Beschleunigung &g seines Schwerpunktes O ist und
die Winkelbeschleunigung W um jede beliebige feste Achse O ist.

Ein Korper ist in ,, statischem Gleichgewicht*, wenn sogar gilt: G =0 und w=0.

Ein Korper erféhrt genau dann eine Winkelbeschleunigung W um eine Achse A, wenn ein
Drehmoment mit einer Komponente M in Richtung von A an ihm angreift.

Definition des Drehmoments M : y £
w=r e
F = an dem Koérper angreifende duRere Kraft ; Q
r = Ortsvektor des Kraftangriffspunktes, N -

der Ursprung liegt in der Achse A

% Diese Beziehung ist — im Gegensatz zu F = mxa —auchin der Relativitétstheorie richtig, wenn
m
1- %

Cc

* Neben Energie— und Impulserhaltung gibt es noch weitere Erhaltungssétze: z.B. el. Ladung, Drehimpuls...

m=

5 ¢ 1 u u
n=mgc’é -10, b==.
Ecin =My N c

® M =rxFdng =rxF, =F x, =Kraft XHebelarm, [I\7I]= Nm, aber keine Arbeit!
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Einheit: Nm.
So wie bei der trandatorischen Bewegung das Newtonsche Kraftgesetz F = m>a gilt, so gilt in
der Rotationsdynamik die Gleichung

M =J, x|,
Dabei ist J, das, Massentragheitsmoment” des Koérpers beziiglich der Drehachse A, das fur
einen starren Korper mit kontinuierlicher Massenverteilung berechnet wird durch

Ja= () 2dm|,

Korper

I ist dabel jeweils der kiirzeste Abstand eines jeden Massenelementes von der Drehachse A.’

Gleichgewichtsbedingungen

Im mechani schen Gleichgewicht miissen also zwei Bedingungen erfiillt sein:
1) a,=0p g F,, =még =0

»> Die Vektorsumme aller am Korper angreifenden &ul3eren Krafte mufd null sein. Das sind
drei skalare Gleichungen! (x,y,z-Richtung)
2) w=0b M =JWw=0
#> Die Vektorsumme® aler am Kéorper angreifenden duleren Drehmomente muf? null sein:
awm o; = 0. Dassind wiederum drei skalare Gleichungen!®
Die Wahl des Ursprungs O ist dabel unerheblich, denn solange der Kérper unbeschleunigt

ist, folgt aus M, o =0P M, , =0 fir jeden Punkt P.

e - ~ y A )
Bew.. d,=0P F, = F., =0 w
Esgilt fir den Ursprung O: i-,
MO:E, ﬁa,1+r2, Ife(,2+"'+rn, Ife(,n ?I
Fir das Drehmoment um P gilt dann: 0 L P _
'\_/]P :(Fl_ FP), IEex,l"'(Fz ; FP), 'Eae,z"'---"'(rn' FP), lfe(,n X
¢ u
= (Fl Fe(,l + r2 Fe(,z + + ﬁ1 Fe(,n)- grP ’ (Fe<,1 + Fe(,z toF Fe(,n)g
Mo é =0, daas=0 Q
b M, =M, ©

Im dreidimensionalen Raum haben wir aso sechs Bedingungen fir das Gleichgewicht eines
starren Korpers! (3 fur die Trandation und drel fir die Rotation)

In der Ebene bleiben drei Gleichgewichtsbedingungen: 2 fir die Trandation und 1 fir die
Rotation.

Rezept zum L 6sen statischer Probleme:

" Die Rotationsenergie eines Massenpunktes betragt: E,=E, = 1 mu2 ==

. 1 m(w’r‘)z :;1 Jw? . Entsprechend
n 2 2

fur den Drehimpuls L=J RNV, s. Kap. Gravitation S. 17.

8 Die Bedingung w = 0 soll jafr jede beliebige Drehachse gelten.
° Die Lage der kartesischen Achsen ist unerheblich.

Y p M,=0p M,=0
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1)
2)

3)
4)

» Freischneiden”: Zeichne eine Grenze um das System, das im Gleichgewicht sein soll.

Zeichne alle am System angreifenden &ul3eren Kréfte ein, das sind ale, die von auf3erhalb

des Schnittes wirken. Beachte Grof3e, Richtung und Angriffspunkt.

Beispiele:

- Gravitation greift im Schwerpunkt eines Korpers an, in dem seine gesamte Masse
vereinigt gedacht werden kann

- Kréfte, die Uber die Grenze kreuzende Seile, Stangen usw. Ubertragen werden.

Bed. 1): Trandation: Wéhle geeignetes Koordinatensystem fir die drei Gleichungen.

Bed. 2): Rotation: Wahle (neues) geeignetes Koordinatensystem fur die angreifenden

Drehmomente (Ursprung am besten dort, wo die meisten Kréfte angreifen: b M = 0).

Bsp.: Ein homogener Balken mit Gewicht W

und Lange | héngt in einem Scharnier an

der Wand. Uber einen Draht, der an \
seinem anderen Ende sowie an der Wand
im Abstand d oberhalb des Scharniers
befestigt ist, wird der Balken so hoch
gehadten, dal3 er einen Winkel b mit der Ll
Horizontalen einschlieft. Zusétzlich hangt =
ein Gewicht w an einem Seil an seinem
oberen Ende. Berechne die Spannung im w w
Draht und die Kréfte, die das Scharnier
auf den Balken ausiibt. Fs

a
(Werte: W = 60N, w = 40N, | =3m,d = 2m b =30".) . ?L
Y w

<
<

Bed.1): x-Richtung® : /
F,+Fscosa=0b F, - F,cosa=0 (1) b
y-Richtung - : F,
F,+Fssina+W+w=0P F, +Fgsina-W-w=0 (2 W

Bed.2): Rotation um oberen Punkt {3 Kréfte}* 4™
legcosb- F,¥cosb+Flsinb=0 3

Da Seile (und Dréhte) im Gegensatz zu Balken (und Stangen) nur Zug-Kréfte in Richtung
des Seils aufnehmen kénnen, gilt:
d-lsnb_ d

tana = = -tanb =K (4)
| cosb | cosb

P 4 GIn. fir 4 Unbekannte F, F,, F,,a.

4): a =arctanK =10,89°

(1): F, = Fscosa

(2): F,=W+w- Fgsina

(1), (2)in(3):

I . .
Wxicosb - (W+w- Fgsina)l cosb + Fscosal sinb =0|: | cosb

! Rotation um unteren Punkt: -\ xlacosb - wi cosb + Fd sin(@ +b) = 0.
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%- W- w+Fgsina+ F cosatanb =0

ot w

P Fy=— =026N
sina +cosatanb
(2): F,=90.9N
(2): F,=W+w- Fgsina=825N.

Arten des Gleichgewichts

HE o /O

; po/ﬂxi |'s.Kap." Potentielbl

Fur konservative Kraftfelder gilt: F ()= - gradE , (F) =- ﬂEp"%ﬁ %Zne?;ie"st)tseml Z
+ T .

(; .
e

F,me =0 bedeutet somit: Die Ableitung von Epot(FGleichgaNidn)’ d.h. die Anderung der

potentiellen Energie in beliebiger Richtung ist null.
Dafur gibt esdrei Méglichkeiten (betrachte zunéchst nur eine Dimension X):

N d’E dF  d’E
E o = Minimum: Ve >0 P o a <0 P \._/

Eine Audenkung in + x- Richtung bewirkt eine ricktreibende Kraft in
- X- Richtung und umgekehrt = stabiles Gleichgewicht

: d’E
E, =Maximum : — % <op 9 ob é
P dx dx

Eine Audenkungin + x- Richtung bewirkt eine weitere Beschleunigung in
+ X - Richtung = instabiles Gleichgewicht (oder labiles Gl.gewicht).

d’Epy dF

o 0P xTOP e
Bei einer Audenkung treten keine weiteren Kréfte auf = indifferentes Glg.
Bem.: Sattelpunkt: Ein Korper kann in einer Richtung im stabilen, in einer anderen im labilen
Gleichgewicht sain.

E o = konstant:

7 Gravitation

Als Assistent von Tycho Brahe (1546-1601) analysierte und interpretierte Johannes Kepler
(1571-1630)* die zahlreichen, von Brahe aufgenommenen Daten iiber die Planetenbewegungen.
Rein empirisch gelangte Kepler somit zu folgenden Gesetzméaldigkeiten:

1. Alle Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht.

2. Denkt man sich eine gerade Linie, die die Sonne mit eéinem der Planeten verbindet, so
Uberstreicht diese Linie in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten um die Sonne dividiert durch die dritte Potenz
der grof3en Halbachse seiner Umlaufbahn ist (innerhalb des Sonnensystems) fr alle Planeten
identisch.

12 Bei Prag. Fernrohre wurden erst um 1600 entwickelt. Kepler beobachtete wohl nicht (kurzsichtig) (Ley.
Himmelskunde S. 109 ff). Entfernungsbestimmung der Planeten: Parallaxen mit Erdradius oder Erdbahnradius
alsBasis.
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Es war ein grofer Erfolg fir Isaac Newtons (1642-1727) Gravitationstheorie, dal3 er nun
Keplers Gesetze herleiten konnte!

Gravitationsgesetz: Zwei Korper der Massen m bzw. m,, die den Abstand r voneinander
haben, unterliegen einer gegenseitigen Anziehungskraft der Grof3e
mm

rz '
die entlang der Verbindungslinie zwischen beiden Korpern wirkt. G ist

eine Universalkonstante (Gravitationskonstante) und betragt
3

m
G=6672X0"— 1B
kg &

F=G

Vektorform: F, =- Gn;l—smz o

12

Die Gravitationskraft nimmt quadratisch mit dem Abstand ab: "o

Planetenbahnen

Wir betrachten zwel Massen mund M, die
sich auf Kreisbahnen® mit den Radien

r bzw. R mit der gemeinsamen
Winkelgeschwindigkeit w um den Schwerpunkt ?
S (mit nr =MR) bewegen. S se der m
Ursprung unseres Koordinatensystems. Die W
dafir notwendige Zentripetalkraft ist die
Gravitationskraft:
mM

mwr = MWR=G——. (1%

(r+R)

Ist M wesentlich grof3er als m, wie es bei Planetenbahnen um die Sonne der Fall ist, soist R
gegen r vernachlassigbar, und Gl. (1) wird zu

GMg, . =Wre.

. 2p . .
MltW:T, T = Umlaufzeit des Planeten um die Sonne
erhalten wir

4p2r3
GM Sonne = -I-2

Diese Gleichung gilt auch fiir Ellipsenbahnen, wenn r die grolRe Halbachse bezeichnet.*

Daraus folgt das dritte Keplersche Gesetz:
T_4
a® GM’

a bezeichnet die grol3e Halbachse der Ellipsenbahn,
M ist die Masse des Zentralkorpers.

13 Durch exakte Messungen bestimmt. In der mantisse ,67259 ist die 9 bereits unsicher! (Sp.d.W. 3/2000)

r I -
r1_2 = Einheitsvektor in Richtung von 7, -
12

!> Eigentlich Ellipsen; in den meisten F&llen unterscheiden sich diese aber wenig von Kreisen.
18 Erste Gleichung: Kraft = Gegenkraft bzw. Schwerpunkt (s.0.).
7's. Gerthsen S. 39.
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> Der Quotient aus dem Quadrat der Umlaufzeit und der dritten Potenz der grof3en Halbachse
ist somit innerhalb eines Zentralkorpersystems konstant. Die Masse des umlaufenden
Korpers geht nicht in das Verhdtnis ein. ™

Das zweite Keplersche Gesetz ist fur Kreisbahnen trivialerweise erfillt. Fur den allgemeinen

Fall benétigen wir zunéchst den Begriff des Drehimpulses L :
Bewegt sich ein Massenpunkt um eine Drehachse A, soist sein Drehimpuls L gegeben durch

L=r"p I = Abstand von der Drehachse
P = mxJ = Impuls des Massenpunktes.

So, wie sich der lineare Impuls p eines Massenpunktes nur unter dem Einflul dul3erer Kréfte

zeitlich &ndert, so ist auch der Drehimpuls L zeitlich konstant,
sofern kein auferes Drehmoment an dem System
angreift.®

Fir den Fall des um enen ZentralkOrper

umlaufenden Korpers ist die in der Zeit Dt S wh
Uberstrichene Flache gegeben durch S

1 : L #:_,"##
=x {rwht) 2 ‘%

2 e,
Die momentane ,, Flachengeschwindigkeit* (Flache / Z J""E;“"r

ist dann w
Ir(rwDt) 1

im2—  —/_- 2

II3[|®m0 2vvr )

Da mwr? aber genau der Drehimpuls des umlaufenden Korpers ist, der sich wegen
Abwesenheit &uRerer Drehmomente”  zeitlich nicht &ndert, ist somit auch die
Fachengeschwindigkeit konstant. Dieses Gesetz gilt fur jede Zentralkraft, unabhéngig von ihrer
Abstandsabhangigkeit oder sonstiger Korpereigenschaften. b 2. Keplersches Gesetz.

Erst die genaue % »-Abhangigkeit der Gravitationskraft zwingt die Himmelskorper auf
elliptische Bahnen mit der Sonne in einem der Brennpunkte (erstes K eplersches Gesetz).?

Bsp.: Ein Planet umrundet die Sonne auf einer c
Ellipse mit Exzentrizitdt e. Bestimmen

Sie das Verhdltnis der Zeiten, die der | t

Planet braucht, um auf dem Weg durch

das Perihel vom Punkt B zum Punkt C e _
seiner Bahn zu gelangen (die Enden der a 2 % Frind

kleinen Halbachse) und der Zeit fir einen
gesamten Umlauf.
Konstante Flachengeschwindigkeit:

18 Aus Beobachtungen &Rt sich nun also G bestimmen, oder bei bekanntem G die M asse des Zentral gestirns.
We g g_d
dt dt
29 Wir machen hier einen Fehler durch Vernachlassigung des duRersten Dreiecks. Dieser Fehler geht aber im
Grenziibergang gegen O.
=T U Emxou, =mowse =mr?ow - {Fw, a2}
2 Die Zentralkraft hat den Hebelarm O!
2 3) s. Weigert: Astronomie + Astrophysik S. 27 u. Szab6 S. 318 Aufg. 20
b) Einfacher ist die Frage zu |6sen: Wie mul3 das Kraftfeld beschaffen sein, damit sich die Korper auf
K egel schnittbahnen bewegen? s. Gerthsen Kap 1.7.4 ,, Planetenbahnen” und Greiner, Aufg. 26.2.
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Potentielle Enerqie

Die Anderung der potentiellen Energie DE,, war fir ein konservatives Kraftfeld F(r)
definiert zu (s. Kap. Potentielle Energie S. 8)
b

DE, = - OF(F)dr = E,(b) - E(a)

a
b

P E(b) =E(a)- ¢F(r)dr.

a

Wo legen wir das Nullniveau E,, =0 hin?
Bei der Betrachtung grof3er Absténde (r 3 R:) erweist es sich als praktisch, das Nullniveau ins

Unendliche zu legen:
Konvention: E,(r ® ¥)=0.

N SEA e s A MM
P En(r)=- F(r)ar =- &y 67
¥ ¥
Bsp.: Fluchtgeschwindigkeit:
Wie grofd mul3 die Geschwindigkeit eines Korpers sein, um ihn aus dem Gravitationsfeld

der Erde zu befordern?

dr:-Gﬂ;:-GM<O_
r r

mM
Era(Re)=-GIE, Ey(¥)=0
E
DEpOt =E.:
mM 1

G REE :Emélucht

2GM

D uFIucht = RE . :112 k?m
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