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7 Differentialrechnung fiir Funktionen mit einer
Veranderlichen

7.1 Stetige Funktionen und differenzierbare Funktionen

Allgemein versteht man unter einer Funktion eine Abbildung f von einer Menge D
(Definitionsbereich von f) in eine Menge W (Wertebereich von f)

f:D—W

und zwar so, dass jedem Element z € D genau ein Element y aus W zugeordnet wird,
d. h. es gilt
y=f(z)

Dabei heifit z die unabhéngige Variable (Argument), y die abhéngige Variable (Funk-
tionswert).

Fir D C R und W C R liegt eine reelle Funktion vor, fir D C C und W C C
liegt eine komplexe Funktion vor.

Definition 7.1: Sei f eine Funktion mit einer Veridnderlichen und dem Definitions-
bereich D und z ein innerer Punkt aus D. Dann heifit f stetig in o, wenn

f(z) — f(zo) firz— zo gilt,d. h. wenn acli_)rgcl0 f(z)=f(z0) ist.

Formalisierte Schreibweise:
[ ist in zg stetig <= Veer+IsertVaen |2 — 20| < 8= |f (z) — [ (z0)] < €

Ist D' eine Teilmenge von D, so heifit f stetig in D', wenn f in jedem Punkt
x € D' stetig ist.
|

Definition 7.2: Sei f eine Funktion mit einer Verinderlichen und dem Definitions-
bereich D und z; ein innerer Punkt aus D. Dann heifit f differenzierbar in z,, wenn
der Grenzwert

o S @)~ f o) f (@)~ f (x0)

h—0 h T—T0 T — Ty

(h € R)

(eindeutig) existiert.

Dieser Grenzwert wird als Ableitung oder Differentialquotient der Funktion f im
Punkt zy bezeichnet.

Schreibweise:

f'(zo) oder —d%f (z0)



Bemerkung 7.3

Einen Zusammenhang zwischen stetigen Funktionen und differenzierbaren Funk-
tionen gibt folgender Satz.

Satz 7.4: Die Funktion f sei in einem inneren Punkt z, ihres Definitionsbereiches
differenzierbar. Dann ist f in z; stetig.
f in z¢ differenzierbar = f in z, stetig

D. h. die Stetigkeit ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fiir
die Differenzierbarkeit.

[
Aus dem Satz 7.4 folgt sofort:

f in z¢ nicht stetig => f in x¢ nicht differenzierbar

Eine stetige Funktion muss nicht differenzierbar sein, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 7.5

7.2 Differentiation elementarer Funktionen

Die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen kann aus entsprechenden
Tabellen entnommen werden. Sie ergeben sich direkt aus der Definition der Differen-
zierbarkeit durch Bestimmung des Grenzwertes.

Es gilt z. B.

- fiir die Potenzfunktion f (z) =z" ,ne€R:
f(@)=a"= f(z) =na"""

Bei der Ableitung einer Potenzfunktion wird der Exponent als Faktor gesetzt
und der neue Exponent um 1 erniedrigt.

- fiir trigonometrische Funktionen:

f(z) = sinz= f'(z)=cosz
f(z) = cosz= f (z)=—sinz
f@) = tanz = f'(z) = COSI%
f(z) = cotz= f(z)= _sir112x

- fiir die Exponentialfunktion:
f@) = = f(z)=e°

Sie bleibt unverindert.

Es folgt eine Zusammenstellung der wichtigsten Differentiationsregeln.



7.3 Differentiationsregeln

Fiir die folgenden Regeln wird vorausgesetzt, dass die betrachteten Funktionen diffe-
renzierbar sind.

7.3.1 Konstantenregel
Sei f (z) = C (C Konstante). Dann ist

f'(z)=0

Die Ableitung einer Konstante ist gleich null.
Beispiel 7.6
7.3.2 Faktorregel
Sei f (z) = C - g(z) (C Konstante). Dann ist

fz)=C-g ()

Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren erhalten.
Beispiel 7.7
7.3.3 Summenregel
Sei f(z) = g1 (z) + g2 (z) + ... + gn (z). Dann ist

flz)=9()+g@)+.. +g,(z)

Bei einer endlichen Summe wird gliedweise differenziert.
Beispiel 7.8
7.3.4 Produktregel
Sei f (z) = g1 (z) - g2 (). Dann ist

f'(2) = g1(2) - g2 () + g1 (z) - g3 ()

Fir 3 Faktoren gilt entsprechend:
Sei f (z) = g1 () - g2 () - g3 (z). Dann ist

(@) =g (2) 92 () - g3 (2) + 91 (x) - g (2) - g3 (z) + 91 (2) - g2 (z) - g5 ()

Beispiel 7.9



7.3.5 Quotientenregel

Sei f (z) = g; Ei; Dann ist

Beispiel 7.10

7.3.6 Kettenregel

Sei f (z) eine zusammengesetzte (mittelbare) Funktion der Form f (z) = g1 [g2 (z)]-
Dann ist

f(z) =g1g2 ()] - g3 (2)
Die Ableitung einer zusammengesetzten Funktion ist gleich der Ableitung der
dufleren Funktion g; multipliziert mit der Ableitung der inneren Funktion gs.

Beispiele 7.11

7.3.7 Implizite Differentiation

Bisher lag die Funktion f (z) in expliziter Form vor. Es gibt jedoch Fille, in denen
z und f (z) implizit in folgender Form miteinander verkniipft sind:

Fz, f(z)) =0

Ist die Auflosung nach f (z) nicht oder nur sehr schwer méoglich und mochte man
trotzdem die Ableitung f’ (z) bilden, so ist folgendes Verfahren moglich.

Implizite Differentiation:

1. Schritt: F (z,y) = 0 wird (gliedweise) nach z differenziert. Dabei ist jeder Term,
der f (z) enthélt, nach der Kettenregel zu differenzieren.

2. Schritt: Die differenzierte Gleichung F' (z,y) wird anschlieflend nach f’ (z) auf-
gelost.

Beispiel 7.12

7.4 Ableitungen héherer Ordnung

Eine schon einmal differenzierte Funktion kann natiirlich nochmals differenziert wer-
den, falls die Voraussetzung der Differenzierbarkeit vorliegt.



Definition 7.13: Als Ableitung n-ter Ordnung bzw. Differentialquotient n-ter Ord-
nung einer Funktion f bezeichnet man die durch n-maliges Ableiten von f entstehende
Funktion

£ (@) = £ @)
d d [ d
! @ = 1 (i @)
|

Man erhilt also die hoheren Ableitungen durch folgendes Vorgehen:

bzw.

Gegebene Funktion f (z)

d
1. Ableitung der gegebenen Funktion: f’(z) = . (z)

d
2. Ableitung der gegebenen Funktion: f” (z) = . f (z)
d

n-te Ableitung der gegebenen Funktion: f (z) = - £ (1)

Beispiel 7.14

7.5 Mittelwertsatz

Satz 7.15 (Mittelwertsatz): Die reellwertige Funktion f sei in [a, b] stetig und in
la, b[ differenzierbar (mit a < b). Dann gibt es mindestens ein z, € ]a, b mit

f(b) = f(a)

f' (o) = b—a

Skizze 7.16

Beispiel 7.17

7.6 Regel von Bernoulli und de I’Hospital
Regel 7.18: Esseien f; (z) und f5 () zwei differenzierbare Funktionen, fiir die gilt:

fi(z) > 0und fo(z) -0 firz— zo (fiir zp ist + oo zugelassen)

_ (=)
fa(z)

Ferner sei f ()



f (z) besitzt dann an der Stelle 2o keinen Funktionswert (es entsteht der unbe-

stimmte Ausdruck "5 “).

Existiert der Grenzwert der n-ten Ableitungen von f; (z) und f, (), also existiert

A" (@)
T—Zg f2(n) (IL’)

so kann dieser als Grenzwert fiir die urspriingliche Funktion f (z) genommen werden:

file) 17 (@)
e T e £ (2)

mit minimalem n € N

|
f1(z) und f, (z) werden solange ,getrennt“ (nicht nach der Quotientenregel !)
abgeleitet, bis ein Grenzwert gefunden wird.

00

Bemerkung 7.19: Weitere unbestimmte Ausdriicke sind: ,—*, ,,0-00“und ,,1%°%
00

Beispiel 7.20

7.7 Tangenten- und Normalengleichung
Sei P, (z0;%o) ein Punkt auf der Kurve mit der Funktionsgleichung y = f (z). Dann
besitzt die Tangente im Punkt Py die Gleichung

y— % _ I (zo) (Tangentengleichung).
Tr — I
Die Normale im Punkt P, besitzt die Gleichung
y—ww _ 1
T — Zo f' (zo)

(Normalengleichung).

Skizze 7.21
Bemerkung 7.22

Beispiel 7.23

7.8 Linearisierung von Funktionen

Ersetzt man eine Funktion in einer kleinen Umgebung eines Punktes Py (zo; yo) (,,Ar-
beitspunkt“) durch die Tangente in Fy , so spricht man von der Linearisierung dieser
Funktion (die Tangente ist ja eine lineare Funktion (eine Gerade)). Aus der Tangen-
tengleichung erhilt man folgende Linearisierungsformel

f(z) = f(zo) + ' (z0) (z — o) fiir kleine |z — zol .



Bemerkung 7.24

Beispiel 7.25

7.9 Kurvenuntersuchungen

Bei Kurvendiskussionen werden Funktionen, bei denen man sich einen Uberblick tiber
den Kurvenverlauf verschaffen will (qualitative Skizze), nach folgenden Gesichtspunk-
ten untersucht:

- Definitionsbereich (bzw. Definitionsliicken)
- Symmetrie

- Nullstellen

- Pole (vertikale Asymptoten)

- Relative Extremwerte

- Wendepunkte

- Verhalten der Funktion fiir z — £o0

- Wertebereich

An dieser Stelle soll kurz auf die beiden Punkte ,relative Extremwerte* und ,,Wen-
depunkte* eingegangen werden.
Fiir die relativen Extremwerte gilt folgender Satz.

Satz 7.26:

1. Notwendig fiir einen Frtremwert g ist das Vorhandensein einer waagerechten
Tangente an der Stelle zg , d. h. es muss gelten

f(zp)=0

2. Hinreichend fiir einen Extremwert xg ist, dass die erste nichtverschwindende
hohere Ableitung an der Stelle zg von gerader Ordnung ist:

™ (zg) #0 n gerade
Fiir f™ (zg) > 0 liegt ein relatives Minimum, fiir f™ (zz) < 0 liegt ein relatives

Maximum vor.

|
Bemerkung 7.27
Uber die Existenz von Wendepunkten gibt der niichste Satz Auskunft.

10



Skizze 7.28

Satz 7.29:

1. Notwendig fiir einen Wendepunkt zw ist das Verschwinden der zweiten Ablei-
tung an der Stelle zw , d. h. es muss gelten

fll ( :CW) — 0
9. Hinreichend fiir einen Wendepunkt xw ist, dass die erste nichtverschwindende
hohere Ableitung an der Stelle zw von ungerader Ordnung ist:
f™ (zy) #0  n ungerade
|

Bemerkung 7.30

8 Integralrechnung fiir Funktionen mit einer Ver-
dnderlichen

Die Hauptaufgabe der Differentialrechnung bestand darin, zu einer gegebenen diffe-
renzierbaren Funktion f (z) die Ableitung f’ (z) zu ermitteln. Die Hauptaufgabe der
Integralrechnung ist die Umkehrung: Zu einer gegebenen stetigen Ableitungsfunktion
f(z) = F' () soll die urspriingliche Stammfunktion F (z) ermittelt werden.

8.1 Das unbestimmte Integral
Definition 8.1: Jede differenzierbare Funktion F (x), fiir die gilt

F'(z) = f (=)
heiBt Stammjfunktion (Integralfunktion) von f (z). Dabei ist f (z) eine gegebene

stetige Funktion.
Schreibweise:

F(z):/f(a:)dx

|

Es gilt nun:

Zu jeder stetigen Funktion f (z) existieren unendlich viele Stammfunktionen. Sie
unterscheiden sich aber nur durch eine additive Konstante.

Definition 8.2: Die Menge aller Stammfunktionen von f (z) :
{F(z)+C|CeR} C: Integrationskonstante

heifit das unbestimmte Integral von f (x).
|

Unter Integration einer gegebenen Funktion f (z) versteht man deshalb das Fr-
mitteln aller Stammfunktionen F' (z) von f ().

11



Beispiele 8.3

8.2 Das bestimmte Integral

Definition 8.4: Unter einem bestimmten Integral einer Funktion f (z) versteht man
den folgenden (eindeutigen) Ausdruck

[f@a=F@l=FO-F@ ober

Dabei heifit a die untere und b die obere Integrationsgrenze.
|
FEine geometrische Deutung des bestimmten Integrals gibt der folgende Satz.

Satz 8.5 (Hauptsatz der Integralrechnung): Sei f (z) eine in [a, b] stetige Funk-
tion. Dann ist f(z) (Riemann-) integrierbar. Gilt noch f(z) > 0 in [a,d] , so
bestimmt das bestimmte Integral

I=/abf(x)da:

den Flicheninhalt zwischen der Bildkurve von f (x) und der z—Achse in [a, b].
Skizze 8.6
|

8.3 Die Grundintegrale

Die Grundintegrale kénne aus einer Tabelle fiir die Differentiation elementarer Funk-
tionen (Kap. 7.2) entnommen werden.

Beispiele 8.7

8.4 Integrationsregeln
8.4.1 Faktorregel
Es gilt:
/c-f(x)dmzc-/f(w)da: ceR
bzw.

/abc-f(:r)dx——-c-/abf(x)d:c ceR

Ein konstanter Faktor darf vor (oder hinter) das Integral gesetzt werden.

Beispiel 8.8

12



8.4.2 Summenregel
Es gilt:

JU@+g@ldn= [s@dn+ [g@a
bzw.

/ab[f(m)%-g(x)]dx=/abf(x)dx+/abg(x)dx

Eine endliche Summe von Funktionen kann gliedweise integriert werden.
Beispiel 8.9
8.4.3 Regeln iiber Integrationsgrenzen
Es gelten die folgende drei Regeln.

1. Vertauscht man die Integrationsgrenzen, so dndert der Integralwert sein Vor-

zeichen. , .
/a f(m)d:z::~/b f (@) da

2. Fallen die beiden Integrationsgrenzen zusammen, so ist der Integralwert gleich
null.

/aaf(x)dmz()

3. Man darf das Integrationsintervall in mehrere (hier zwei) Teilintervalle aufteilen
und iiber die einzelnen Teilintervalle integrieren, ohne dass sich der Integralwert

dindert.
t /abf(:c)dxz/acf(x)dz+/cbf(ac)da:

Skizze 8.10.

8.5 Integrationsmethoden

Die in diesem Kapitel angesprochenen Methoden haben das Ziel, gegebene komplizier-
te Integrale auf einfachere Integrale, moglichst Grundintegrale zuriickzufithren und
so zu losen.

8.5.1 Integration durch Substitution
Verfahren 8.11 (Substitution):

1. Das gegebene Integral [ f (z) dz wird mit Hilfe einer Substitutionsgleichung

z =) (= de = /(t)dt]

13



in ein neues Integral tibergefiihrt:

/ f (z)dz = / Flo (0] ¢ (t)dt = / g)dt  mit g(t) = f o ()] (1)

(d. h. die alte Integrationsvariable z wird durch eine neue Integrationsvariable
t ersetzt)

2. Das neue Integral wird gelost, so dass
/ g(t)dt=G(t)+C  C: Integrationskonstante

gilt.
3. Durch Resubstitution geht man wieder zur alten Variablen z zuriick:
Aus z = ¢ (t) folgt ¢t =9 (x)

und damit

/ f(z)dz = / g({t)dt =Gy (z)]+C  C: Integrationskonstante

|

Bei bestimmten Integralen kann man auf den 3. Schritt der Resubstitution ver-
zichten, wenn man die Integrationsgrenzen mitsubstituiert.

Es gilt folgender Satz.

Satz 8.10: Wird bei einem bestimmten Integral die Verinderliche z mit Hilfe der
Substitution

z=p(t) et=1(z)

auf die neue Verinderliche ¢ transformiert, so gilt

z=b t=ep(b)
/  fa)de- / flo ()] & (t)dt

=y(a)

|
Es sollen nun einige Standardsubstitutionen behandelt werden.

Standardsubstitutionen 8.11

8.5.2 Partielle Integration

Diese Integrationsregel kann unmittelbar aus der Produktregel der Differentialrech-
nung (Kap. 7.3.4) gefolgert werden.

Herleitung 8.12

14



Satz 8.13 (Partielle Integration) Die Funktionen u und v seien stetig differen-
zierbar. Dann gilt

/u(z)-v’(x)dm=u(m)-v(m)—/u'(m)-v(m)dm

Fiir das bestimmte Integral gilt dann sinngeméif

/abu(x)-v'(m)dx:[u(x)-v(x)]g—/abu'(x).v(m)dx

Dabei miissen u und v in dem beschrénkten, abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig
differenzierbar sein.
[

Bemerkung 8.14: Bei der Berechnung des Integrals [ f (z)dz muss bei Anwen-
dung dieser Methode f (z) in 2 Faktorfunktionen u (z) und v’ (z) zerlegt werden (und
zwar in geeigneter Weise). Die Integration gelingt, wenn

1. die Stammfunktion v (z) von v’ (z) bestimmt werden kann und

2. das Integral [u'(z) - v (z)dz losbar ist.

Weitere Namen dieser Methode sind: Produktintegration, Teilintegration.
Beispiele 8.15

Bemerkung 8.16:
1. Die partielle Integration wird oft mehrmals hintereinander ausgefiihrt.

2. Die partielle Integration wird oft bei folgenden Integraltypen angewendet:

[a"logzdr neN
[ z"e*dz ncN
f z"sinaxdr neN
[z™cosazdr neN

Ziel ist es, n durch aufeinanderfolgende Umformungen bis auf null zu erniedrigen.

8.5.3 Integration rationaler Funktionen

Dies ist keine Integrationsmethode im eigentlichen Sinne, sondern es wird vor der
Integration die zu integrierende Funktion (Integrand) in Partialbriiche zerlegt. An-
schlieBend werden diese Partialbriiche einzeln integriert (dies ist erlaubt wegen der
Summenregel (Kap. 8.4.2)).

15



f(z)= @) P(z),Q (z): Polynome mit Grad P (z) < Grad Q ()

(d. h. f(z) ist eine echt gebrochene rationale Funktion).
P (x)
Q (=)

grand vorher in die Form

P(z

Fiir mit Grad P (z) >Grad @ (z) muss mittels Polynomdivision der Inte-

Iy
—
&

S (z): Polynom

gebracht werden.

Fiir die Partialbruchzerlegung werden folgende Ansétze gemacht. Vorausgesetzt
wird hier, dass das Nennerpolynom in normierter Form vorliegt, d. h. dass der
Koeffizient der hochsten z-Potenz gleich 1 ist.

1. Fall: @ (z) besitzt nur einfache reelle Nullstellen

Also: Q(z)=(z—z1)(z —22) - ... - (T — Zm).

Dann ist folgender Ansatz zu wéhlen:

P (.17) _ A1 4 AQ 4 + Am
Q) @-m) (z-m)  (z-zn)
2. Fall: Q (z) besitzt nur reelle Nullstellen, die jedoch auch mehrfach auftreten

konnen

Also: Q(z) = (z —z1)" (. —32)™ - - (T — Z)"™.

Dann ist folgender Ansatz zu wihlen:

P (z) Ay Arg At
= + + ...+ PR
Q () (z—21)  (z—mz)° (z — 1)
A21 A22 A2n2
+ + +
(z—m2) (2 —z)° (z — z2)™
Aml + AmZ + + Amnm
(T — Zm) (z — SCm)2 : (z - xm)nm

3. Fall: Q (z) besitzt nur einfache komplexe Nullstellen

In diesem Fall kénnen zwei konjugiert komplexe Nullstellen z; und z7 wie folgt
zusammengefasst werden:

Seien 1 = a;+j6; und Ty = a1 —jF; mit oy, 5; € R zwei konjugiert komplexe
Nullstellen. Dann ist

(z-—z)(@—F) =(z—a1—jB) (- a1 +jB) = (z — a1)’ +

16



Also: Q(z) = [(x — a1)2 + ﬁﬂ [(x — a2)2 + ﬁ%} C [(z _ am)2 + ﬁfn]
Dann ist folgender Ansatz zu wihlen:

P(.’L’) A1$C+B1 A2£E+BQ Am$+Bm
= 2 2 2 5t 2 2
Q) (z—a)'+8 (z-0)+03 (z — am)* + 65,

4. Fall: @ (z) besitzt mehrfache komplexe Nullstellen

Fiir die folgende Darstellung sei vorausgesetzt, dass Q (z) nur die konjugiert
komplexen Nullstellen z; = a3 + j8; und 77 = oy — 56, mit oy, 3; € R n-
fach hat (und sonst keine weiteren Nullstellen, um nicht zu uniibersichtlich
zu werden)).

Also: Q (z) = [(z — n)* + 83]"

Dann ist folgender Ansatz zu wihlen:

P (J)) _ All' + Bl 4 Azm + Bg + + An.'B + Bn
Qz) (z—ay)*+p? [(m—a1)2~|—ﬁﬂ2 [(m—al)z—i-ﬂf]n

Bemerkung 8.17: Fir die Bestimmung der Konstanten A;, B; gibt es zwei Mog-
lichkeiten:

1. Durch Einsetzen bestimmter z-Werte (z. B. Nennernullstellen) erhilt man ein
einfaches lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Konstanten A;, B; .

2. Koeffizientenvergleich fiihrt ebenfalls zu einem linearen Gleichungssystem.

Bemerkung 8.18: Eine Partialbruchzerlegung kann immer durch einfaches Aus-
multiplizieren iiberpriift werden.

Beispiel 8.19

8.6 Uneigentliche Integrale

Fiir die Existenz des bestimmten Integrals hatten wir bis jetzt 2 Voraussetzungen:
1. Das Integrationsintervall [a, b] ist beschrénkt, d. h. a,b € R .
2. Der Integrand f ist in [a, b] stetig.

Wird eine oder beide dieser Voraussetzungen verletzt, so kann das Integral trotz-
dem existieren. Man spricht dann vom uneigentlichen Integral. Es muss hier jedoch
jeder einzelne Fall gepriift werden.

8.6.1 Integrale mit unbeschrinktem Integrationsintervall

Folgende 3 Fille sind méglich.
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Definition 8.20:

1. Sei f in [a,00] = {z | z € R Az > a} stetig. Dann heifit das Integral

00 b
/ f(z)dz = blim f(z)dz
uneigentlich an der oberen Grenze.

2. Sei fin]—o00,b] = {z | z € R Az < b} stetig. Dann heifit das Integral

b b
| f@da= pm [f)as

uneigentlich an der unteren Grenze.

3. Sei f in ] — 00, 00[= R stetig und sei ¢ € R . Dann heifit das Integral

o) c b
/ flayda= tm [ f(z)det )im [ f(z)de

a——0o0 a
uneigentlich an der unteren und oberen Grenze.

[ |
Skizze 8.21

Bemerkung 8.22: Existiert der jeweilige Grenzwert, so spricht man auch von der
Konvergenz des uneigentlichen Integrals, anderenfalls von der Divergenz.

Beispiele 8.23

8.6.2 Integrand mit einer Unstetigkeitsstelle

Sei f (z) an der Stelle ¢ € [a,b] unstetig, sonst stetig (d. h. f(z) ist stetig fiir alle
z € [a,b],z # ¢). Es sind dann wiederum 3 Fille moglich.

Definition 8.24: Sei ¢ € [a, )] eine Unstetigkeitsstelle. Dann heiflen die folgenden
Integrale uneigentlich.

1. c=a (f(z)ist in a nicht stetig)

b
/f dx—hm f(z)dz e €RT

£ —)
1 atel

2. ¢c=b (f(z)ist in b nicht stetig)

b—ea
/ f(z)dz = hm f(z)dz g2 € RY

52'—>
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3.a<c<b (f(z)istince€ (a,b) nicht stetig)

/ f(z)dx = hm o f(z)dz + lim b f(z)d=x

e1—0 a e9—0

[ |
Skizze 8.25

Bemerkung 8.26: Weitere Fille, wie

- f(z) in a und b unstetig

- f (z) besitzt mehrere Unstetigkeitsstellen in (a, b)

lassen sich ohne Schwierigkeiten auf die obigen 3 Fille zuiickfiihren.

Beispiel 8.27

8.7 Numerische Integration

Da es oft nicht moglich ist, die Integration einer gegebenen Funktion f (z) in geschlos-
sener Form durchzufiihren, helfen oft Ndherungsverfahren weiter. Dies sind Verfahren

zur Bestimmung von

:/abf(:c)da:

Dabei kann das Integrationsintervall endlich oder unendlich, der Integrand f (z) stetig

oder unstetig sein.

Die numerischen Integrationsverfahren eignen sich auch fiir die Fille, in denen

f (z) nur mit diskreten Werten vorliegt (z. B. bei einer Messreihe).

Grundlegende Idee: f(z) wird durch eine Funktion g (z) approximiert, deren
Stammfunktion leicht bestimmt werden kann (g (z) sind oft Interpolationspolymone).

Als Naherungswert fiir I wird dann

b
/ g(z)dz
genomimen.

Fir den Fehler, der dabei gemacht wird, gilt allgemein:
Es sei | f (z) — g (z)] < ¢ fiir alle z € [a,b]. Dann gilt

[ 1@ [swal=|[ 1o -seial< [1re-
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z)|dz <e(b—a)



Prinzipielles Vorgehen: Das Intervall [a,b] wird in Teilintervalle zerlegt. Die
Randpunkte dieser Teilintervalle dienen als Stiitzstellen fiir die Niaherungsfunktion
g (z) (meist Interpolationspolynome P (z)). Die Stiitzstellen konnen auBerhalb oder
innerhalb von [a, b] liegen.

Skizze 8.28

Am gebrauchlichsten sind dquidistante Stiitzstellen in [a, b].

Aus der Vielzahl numerischer Integrationsmethoden sollen hier zwei ausgew#hlt
werden:

- Sehnentrapezformel (Trapezformel)

- Simpsonformel

8.7.1 Sehnentrapezformel

Hier wird das Intervall [a,b] in n Teilintervalle gleicher Linge h zerlegt und der
Kurvenbogen in jedem Teilintervall durch die Sehne ersetzt.

Skizze 8.29

Sehnentrapezformel 8.30:

n—1

/f(x)dw%h[%f(a)+2f(a+ih)+%f(b)} mit b =

i=1

Genauer gilt:

/f ) dzx h[ +Zf (a+1ih) + = f()} ;l;(b—a)f”(C) mit a < { <b

»

Fehler
T(n)

Folgerung 8.31: Die Sehnentrapezregel stellt ein Verfahren 2. Ordnung dar:

b
/ f(@)dz =T (n)+ O (r?)
Fir n — oo (bzw. h — 0) konvergiert T (n) gegen I.

8.7.2 Simpsonsche Formel

Die Néherung der Kurvenstiicke durch einzelne Sehnen in der Sehnentrapezformel
ist recht grob. Die Naherung wird feiner, wenn man statt Sehnen Parabeln in der
folgenden Art und Weise benutzt.
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Skizze 8.32

b—
a und

Simpsonsche Formel 8.33: Sei n eine gerade natiirliche Zahl, h =
z; = a+1ih (¢=0,...,n). Dann gilt
n_g

/ f(x)da:z—g f(a)+4if(a+(2i—1)h)+2Zf(a+2ih)+f(b)

Genauer gilt:
2.1

) :
/ f(a;)dng @443 Fla+ @i—1)h)+2 Y f (ot 2ih) + £ ()

- o

S(n)

—h—4(b— Y FP(0) mit a < ¢ < b
“10"  “° /

~
Fehler

Folgerung 8.35: Die Simpsonsche Formel stellt ein Verfahren 4. Ordnung dar:

b
/ f (@) de =S (n) + O ()
Fir n — oo (bzw. h — 0) konvergiert S (n) gegen I.

Beispiel 8.36

9 Unendliche Reihen

9.1 Definition

Definition 9.1: Sei {a,} = a1, a3, a3, ..., an, ... eine unendliche Zahlenfolge (a; €
C bzw. R, ¢ € N). Dann versteht man unter einer unendlichen Reihe folgenden

Ausdruck:

o0
Zan:a1+a2+a3+...+an+...
n=1

Die endlichen Summen
ST =
So = a1 +ay
S3 = a)+as—+as

S, = a1 +ay+az+...+a,
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heiBen Partialsummen (Teilsummen) der Reihe. Besitzt die Folge der Partialsummen
{sn} = s1, 82, 83, ..., S, einen Grenzwert S, so heifit die Reihe konvergent und S die
Summe der Reihe:

[o 0]
lim s, =8 = E Qn
n—o0

n=1

Existiert der Grenzwert nicht, so heifit die Reihe divergent.
|

Bemerkung 9.2: Eine unendliche Reihe ">  a, heifit absolut konvergent, wenn

o0
Z la,| konvergiert.

n=1

Eine absolut konvergente Reihe ist stets konvergent. Die Umkehrung gilt nicht.

9.2 Konvergenzkriterien

Fir die Konvergenz einer unendlichen Reihe 2211 Gy, ist lim,,_, a,, = 0 eine notwen-

dige, aber nicht hinreichende Bedingung. Im folgenden werden hinreichende Bedin-
gungen behandelt.

9.2.1 Majorantenkriterium

Satz 9.3 (Majorantenkriterium): Seien >, a, und > >, b, zwei unendliche
Reihen und gelte
bn > |a,| fiir allen >ng (ng fest) .

Dann ist Y .- | a, konvergent, falls > . b, konvergent ist.

Kurz:
Z b, konvergent = Z a,, konvergent
n=1 n=1
Z a, divergent = Z b, divergent (Umkehrung)
n=1 n=1
||

Bemerkung 9.4: Zum Vergleich werden gerne die geometrischen Reihen herange-
ZOgen.
Unter einer geometrischen Reihe versteht man die folgende unendliche Reihe:

Z:aq"_1 mit a,q € Rv{0}
n=1

Sie konvergiert fiir |g| < 1 und besitzt dann als Summe

a

S:

1—g¢
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Beispiel 9.5

9.2.2 Quotientenkriterium

Satz 9.6 (Quotientenkriterium, Kriterium von d’Alembert): Sei > °° . a,
eine unendliche Reihe.

Qn41
ay

Gilt lim

n—0o0

=q<1, soist Z a,, konvergent.

n=1

Fir ¢ > 1ist > >, a, divergent, fiir ¢ = 1 kann keine Aussage gemacht werden
(dann ist eine Untersuchung mit anderen Kriterien erforderlich).
|

Beispiel 9.7

9.2.3 Wurzelkriterium

Satz 9.8 (Wurzelkriterium, Cauchysches Wurzelkriterium): Sei Y > a, ei-
ne unendliche Reihe.

e ¢]
Gilt lim {/|a,| =¢ < 1, soist Z a, konvergent.
n—o0

n=1

Fir ¢ > 1ist >, a, divergent, fiir ¢ = 1 kann keine Aussage gemacht werden

(dann ist eine Untersuchung mit anderen Kriterien erforderlich).
|

Bemerkung 9.9: Das Wurzelkriterium ist schiirfer als das Quotiententenkriterium,
d. h. das Wurzelkriterium kann in allen Féllen, in denen das Quotientenkriterium
anwendbar ist, angewendet werden. Dariiberhinaus gibt es noch Fille, in denen nur
das Wurzelkriterium ein Resultat liefert. Im allgemeinen ist die Anwendung des
Wurzelkriteriums aber komplizierter.

Beispiel 9.10

9.2.4 Cauchysches Integralkriterium

Satz 9.11 (Cauchysches Integralkriterium): Sei ) -  a, eine unendliche Reihe
mit monoton fallenden Gliedern a,, d. h. a3 > ay > a3 > ... > a, > appy1 > ... > 0
und sei f () eine stetige monoton fallende Funktion mit f (n) = a,. (f (z) interpoliert
die Reihe). Dann gilt

Z f(n) konvergent < / f (z) dz konvergent.
1

n=1
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Beispiel 9.12

9.2.5 Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

Satz 9.13 (Leibnizsches Konvergenzkriterium): Sei > >, (—1)"+1 ay, = a; —
ap + az — a4 + ... eine alternierende Reihe mit a,, > 0. Sie ist konvergent, wenn gilt:

1) a1 >a3>a3>...> 0y > Qpyy > ...
2.) lim, ,ma,=0

Bemerkung 9.14: Die 2. Bedingung (lim, .. a, = 0 ) ist eine notwendige Be-
dingung. Ist sie nicht erfiillt, so divergiert die Reihe. Beide Bedingungen besagen,
dass die Glieder a,, eine monoton fallende Nullfolge bilden (dies ist hinreichend fiir
die Konvergenz einer alternierenden Reihe).

Beispiel 9.15

9.3 Potenzreihen

Unendliche Reihen, bei denen die Glieder keine Zahlen aus R bzw. C , sondern
Funktionen sind, heilen Funktionsreihen.

Die Glieder der Funktionsreihen bilden eine Funktionenfolge {f, (z),z € R} bzw.
{fa(2),z € C}. Aus der Menge der Funktionsreihen werden die Potenzreihen (als
wichtigste Vertreter) herausgegriffen.

9.3.1 Definition
Definition 9.16: Fine unendliche Reihe der Form

o0

Zan(m’—azo)"=a0+a1(:1:—x0)+a2(m—x0)2+... a, €ER,z €R

n=0

heifit Potenzreihe.
Dabei ist zy der Entwicklungspunkt der Potenzreihe.
Fiir o = 0 entsteht die Potenzreihe

o0
Zanx"=a0+a1x+a2x2+... a, € R,z eR

n=0

Bemerkung 9.17: In der Praxis treten die Potenzreihen meist in der Form ) > a,z"
auf.

Durch die Substitution ¢ = z — 7o kann die allgemeine Form ) .- a, (z — zo)"
auf die spezielle Form >  a,z" gebracht werden.
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9.3.2 Konvergenz einer Potenzreihe
Die Fragestellung lautet hier nicht einfach Konvergenz oder Divergenz, sondern: , Fiir

welche Werte von z konvergiert die Potenzreihe?”

Satz 9.18: Zu jeder Potenzreihe

Z an (T — o)

n=0

gibt es ein p mit 0 < p < o0, so dass die Potenzreihe fiir alle z mit |z — zo| < p
konvergiert und fiir alle  mit |z — x| > p divergiert.
p heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe. Er wird wie folgt ermittelt:

[
Bemerkung 9.19
Beispiel 9.20

9.3.3 Eigenschaften von Potenzreihen
Die wichtigsten Eigenschaften von Potenzreihen werden im folgenden Satz zusam-

mengefasst.

Satz 9.21:
1. Eine Potenzreihe konvergiert innerhalb ihres Konvergenzkreises absolut.

2. Eine Potenzreihe darf innerhalb ihres Konvergenzkreises gliedweise differenziert
und integriert werden. Die dabei jeweils entstehende neue Potenzreihe besitzt
den gleichen Konvergenzkreis wie die urspriingliche Potenzreihe.

3. Zwei Potenzreihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich gliedweise ad-
diert und multipliziert werden. Die dabei jeweils entstehende neue Potenz-
reihe konvergiert mindestens im gemeinsamen Konvergenzbereich der beiden
urspriinglichen Potenzreihen.
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9.4 Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen, Taylorsche
Formel, Taylor-Reihe, MacLaurin-Reihe

Satz 9.22 (Taylorsche Formel): Die Funktion f sei im beschriinkten Intervall
[0, z] (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

o

CE) _ kz_o %f(k) (1,0) (.’E . wO)k + Rn. mit Rn = %/z (.CE - t)” f(n—i—l) (t) dt

R, heifit das n-te Restglied der Taylorentwicklung von f um xj.

D. h. jede Funktion f (z), die im Inneren eines Intervalls, das den Punkt z = z;
enthilt, stetige Ableitungen bis zur (n + 1)-ten Ordnung besitzt, kann fiir alle z aus
diesem Intervall nach Potenzen der Differenz z — zo entwickelt werden.

|

Die Taylorsche Formel gibt also eine Darstellung einer Funktion f als Summe eines
Polynoms n-ten Grades und des Restgliedes R,,. In vielen Fillen lisst sich zeigen,
dass R, fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Es gilt

Satz 9.23 (Taylor-Reihe): Gelte R,, — 0 fiir n — oo .Dann ergibt sich aus der
Taylorschen Formel die Taylor-Rethe:

=1
ng(k) Zo) l’—ffo)k
k=0

(,,Entwicklung der Funktion f (z) in eine Taylor-Reihe”).
Dabei heifit zg der Entwicklungspunkt der Taylor-Reihe.
||

Bemerkung 9.24

Bemerkung 9.25: Die MacLaurin-Reihe ergibt sich als Spezialfall der Taylor-Reihe

fiir zg = 0:
=> 5l
k:

ar|,_.

Beispiel 9.26

Bemerkung 9.27: Fiir die Potenzreihenentwicklungen wichtiger Funktionen gibt
es Tabellen.
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9.5 Fourier-Reihen

Die Fourier-Reihen stellen eine weitere Moglichkeit dar, Funktionen durch unendliche
Reihen darzustellen. Sie eignen sich insbesondere fiir periodische Funktionen.

Satz 9.28 (Fourier-Reihe) Sei f () eine reelle Funktion mit der Periodendauer
T und der Kreisfrequenz w = 2% , die in endlich vielen Teilintervallen von T jeweils
stetig und monoton ist. Dann ldsst sich f (¢) als Fourier-Reihe darstellen und es gilt

i [an, cos (nwt) + by, sin(nwt)]
n=1
Dabei sind a, und b, die Fourierkoeffizienten mit
/ f(t)cos(nwt)dt n=0,1,2,..
/ f(t)sin(nwt)dt n=1,23,..
|

Skizze 9.29

Bemerkung 9.30:

1. Die Schwingung mit der Kreisfrequenz w heifit Grundschwingung, bzw. 1. har-

monische Schwingung, die Schwingungen mit den Kreisfrequenzen nw (n = 2, 3,4, ...

heilen Oberschwingungen, bzw. n-te harmonische Schwingungen.

2. Die Darstellung einer Funktion f (t) als Fourier-Reihe kann auch als Zerlegung
von f(t) in harmonische Schwingungen (Grundschwingung und Oberschwin-
gungen) angesehen werden. Diese Zerlegung nennt man auch harmonische Ana-
lyse oder Fourier-Analyse.

3. Da f (t) eine Funktion mit der Periode T ist, kann anstelle des Intervalls (0, T')
auch ein anderes Intervall der Liange T verwendet werden, z. B. das Intervall

-39).

4. Aus der Definition der Fourierkoeffizienten folgt

| I

1,2,..) Jfalls f(t) ungerade ,d.h. f(—t)=—f(¢) gilt
2,3,...) falls f(t) gerade dh f(=t)= f(¢) gilt }

Beispiel 9.31
[
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Aufgabe 7.1: Differenziere die folgenden Funktionen.

3 —4r+5
) f () = om 1

b) f(z) =In(sin (2z — 3))

Aufgabe 7.2: Wie lautet die n-te Ableitung von

f(ac):é firz #0 7

Aufgabe 7.3: Berechne die folgenden Grenzwerte

sin? z
a) lim

2—0 tanh? z

b) lim ¢/(1—z?)artanhz (¢ € RY)

z—1—e

n

¢) lim T (n € N)

z—oo eT
Aufgabe 7.4: Nihere die Funktion

flz)=¢e

in der Umgebung von z, = 0 durch eine lineare Funktion an. Vergleiche die N#herung
mit den exakten Werten fiir x = 0,01 , 2 =0,1und z = 0,2 .



Aufgabe 7.5: Gegeben ist ein Wechselstromkreis, der aus einer Reihenschaltung
von R, C und L besteht. Eingangsspannung und Eingangsstrom sind wie folgt
gegeben:

U = g sinwt

i = dpsin(wt + @)

a) Skizziere den Wechselstromkreis.

b) Bei welcher Kreisfrequenz w, nimmt der Scheitelwert iy des Wechselstroms 4
seinen groffiten Wert an?

Hinwers: Es gilt

Ug Ug

ip =
R? + wL——l— * 7
wC

io wird am groBten, wenn der Scheinwiderstand Z am kleinsten wird. Es
geniigt also, das absolute Minimum der Funktion

1\2
— R? [ — —
flo) =R+ (ol - o)
zu bestimmen.

Aufgabe 8.1: Lose die folgenden Integrale durch Substitution.
) [ e
v1—2zx
b) / (arctan a:)de

1+

1
d
c) /:Elnz ¥

d) / V—4z? + 12z + Tdz

Hinweis zu d): Forme den Radikanten so um, dass die Substitution des Integral-
typs D (vergleiche Vorlesung) moglich ist.

Aufgabe 8.2: Lose die folgenden Integrale durch partielle Integration.

a) / sin? rdx

b) / z? cos zdx



Aufgabe 8.3:

a) Lose das folgende Integral durch Partialbruchzerlegung

dzx

/ 2z% — 14z% + 14z + 30
z? -4
b) Wie lautet die Partialbruchzerlegung von

20 =17
(2 4+ 1)(2? — 2z + 4)

Aufgabe 8.4: Existieren die folgenden uneigentlichen Integrale? Falls ja, ist der
Integralwert zu bestimmen.

a) / 2we " dzx

b) 7 Jadz
0

>/ L

Aufgabe 9.1: Untersuche die Konvergenz folgender unendlicher Reihen.

a) Z L mit Hilfe des Quotientenkriteriums
b) Z (%)n2 mit Hilfe des Wurzelkriteriums

1
c) Z 5 (a>1) mit Hilfe des Cauchyschen Integrlkriteriums

n=1

1
d) Z (=1)"* - mit Hilfe des Leibnizschen Konvergenzkriteriums

Aufgabe 9.2: Fiir welche Werte von z konvergiert die Potenzreihe

o0

Z (_1)n+1 (z ;Un 2



Aufgabe 9.3: Entwickle die logarithmische Funktion f(z) = Inz in eine Taylor-
Reihe. Wihle dazu den Entwicklungspunkt zy = 1.

Aufgabe 9.4: Entwickle die folgende Funktion f (¢) in eine Fourierreihe.

1 fir 0<t<n
-1 fir #<t<2r

f(t)=



