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10 Differentialrechnung fiir Funktionen mit meh-
reren Variablen

Wir wollen nun die Differentialrechnung aus Kapitel 7 auf Funktionen mit mehreren
Variablen ausdehnen. Im folgenden beschrinken wir uns auf reellwertige Funktionen
mit n reellen Variablen. (Eine Verallgemeinerung auf komplexwertige Funktionen mit
mehreren komplexen Variablen ist jedoch méglich).

10.1 Der n-dimensionale Raum R"

Unter dem n-dimensionalen Raum R™ versteht man das n-fache Produkt der Menge
R der reellen Zahlen mit sich selbst:

R" :=R x ... x R={z = (21, ...,2n) | 1, ..., Tn, Teell}

n-mal

Die Elemente z = (z1, ..., z,) des R" werden oft als Punkte z mit den Koordinaten
z; (t=1,...,n) oder als Vektoren = mit den Komponenten z; (i = 1,...,n) bezeich-
net. Ublicherweise werden im R™ die folgenden Grundoperationen der Vektoralgebra
eingefiihrt:

a) Addition:
z+Y= (21, Zn) + (Y1, s Yn) == (T1 + Y1, -0y Tn, + Yn)
b) Multiplikation mit einer reellen Zahl A :
Az = A(Zq, .0y T) 1= (AZ1, ooy AT,)
c) Skalarprodukt:
Ty =(T1,-Zn) (Y1, Yn) = (T1Y1, -, Tnln)

Zusitzlich soll noch fir jedes z € R™ die Lange |z| von x eingefithrt werden:

2| := /22 + ... + 22

Fiir 2 Punkte z,y € R™ bezeichnet man |z — y| als den euklidischen Abstand von x
und .

Damit gelten im R™ die folgenden Ungleichungen:

(i) |le+y| <|z|+ |yl  Dreiecksungleichung

(ii) |z - y] < |z| - |y| Schwarzsche Ungleichung



Bemerkung 10.1:
1. Fiir n = 1 wird R? zur Menge der reellen Zahlen R.

2. Mit d(z,y) := |z — y| als Metrik wird R® zum n-dimensionalen euklidischen
Raum R".

10.2 Definition einer reellen Funktion mit mehreren reellen
Variablen, Stetigkeit

Definition 10.2: Es seien D und W nichtleere Mengen mit D C R® und W C R
und sei f : D — W. Wird dann jedem Punkt z = (2, ...,2,) € D durch f genau
eine (eindeutige) reelle Zahl y € W zugeordnet, so ist auf D eine reelle Funktion f
mit n unabhingigen Variablen erklért:

y= f (.’B) = f (mla ---,xn)
|

Fiir die Stetigkeit gilt:

Definition 10.3: Sei f eine in D C R" definierte reellwertige Funktion und zo =
(@01, .- Ton) €in innerer Punkt aus D. Dann heifit f stetig in zo, wenn gilt

lim f(z)= f(zo) (x=(21,...,20) )

T—To

Formalisierte Schreibweise:
fistin zg stetig gdw  Veer+Tser+Vaen | — 20| <6 = |f (z) — f (z0)| < €

Ist D' eine Teilmenge von D, so heifit f stetig in D', wenn f in jedem Punkt
z € D' stetig ist.
[ |

10.3 Partielle Differentiation (Partielle Ableitungen)

Definition 10.4: Sei f eine reellwertige Funktion mit dem Definitionsbereich D C
R” (d. h. mit n Variablen) und z = (z1,...,%,) ein innerer Punkt aus D. Ferner
existiere der Grenzwert
lim f (@1, i1, i+ By Tig, oy Tn) — (@1, 0, Tn)
h—0 h
Dann bezeichnet man diesen Grenzwert als i-te partielle Ableitung von f im Punkt
x.

(heR)

Schreibweisen:
0 0
amif () = Bmif (1, .oy Tn)
fa: (2)
[ |




Vorgehen: Formal erhilt man die partielle Ableitung, indem man nach der Varia-
blen z; (Differentiationsvariable) nach den aus Kapitel 7 bekannten Ableitungsregeln
differenziert und die iibrigen n — 1 Variablen als konstant ansieht.

Beispiel 10.5

Bemerkung 10.6: Fiir n > 1 folgt aus der Existenz aller n partiellen Ableitungen
einer Funktion f im Punkt z i. a. nicht die Stetigkeit von f im Punkt z.

Partielle Ableitungen hherer Ordnung werden formal wie bei Funktionen mit
einer Verénderlichen gebildet (vergleiche Kapitel 7.4).

Hierbei kénnen dann die sogenannten ,gemischten” partiellen Ableitungen auf-
treten, wenn nicht nur nach derselben Variablen differenziert wird. Zur Erlduterung
sei f (x) = f (z1,72) eine Funktion im R? . Dann konnen alle partiellen Ableitungen
bis zur 3. Ordnung durch folgendes Schema verdeutlicht werden:

Schema 10.7

Fiir die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen gilt der folgende Satz von Schwarz.

Satz 10.8 (Satz von Schwarz): Die Funktion f besitze in z die stetigen partiellen
Ableitungen

0
8_% (113) = fmk (CL') und
6 8 (90

Dann existiert auch die partielle Ableitung

0? o o
&Ekaifz'f (@) = Oz; ((‘3—askf (m)) = fora: ()
und es gilt:
0? 5?
axiaxkf(x) - amkaxif(x) bzw.

D. h. bei einer ,gemischten” partiellen Ableitung m-ter Ordnung darf die Reihenfolge
der Differentiationsschritte vertauscht werden, wenn die partiellen Ableitungen m-ter
Ordnung stetige Funktionen sind.

[ |




Bemerkung 10.9: Nach dem Satz von Schwarz gilt fiir die ,,gemischten” partiellen
Ableitung einer Funktion f (z) = f (z1,22) im R? (falls sie stetig sind):

lezz = f$2271a
fxwlzz = fm-’tzml = fmwlﬂ?v
f$1$2$2 = f$2931932 = fzzzzzl

Sind die Voraussetzungen des Satzes von Schwarz erfiillt, so reduzieren sich die 8
verschiedenen partiellen Ableitungen 3. Ordnung einer Funktion f im R? auf 4 ver-
schiedene Ableitungen:

fflmlml ) fm1171$2 ? f$1$2z2’ f32$2732

Beispiel 10.10

10.4 Differentiation zusammengesetzter Funktionen (Ablei-
ten von Parameterdarstellungen, verallgemeinerte Ket-
tenregel)

Hingen die n unabhingigen Variablen z, ..., z, einer Funktion f (z) = f (z1, ..., Zs)

im R™ wiederum von einem Parameter ¢ (¢ € R) ab, so gelangen wir zu der zusam-
mengesetzten (verketteten, mittelbaren) Funktion

F(t)=f(z1(t), ..., 2a (1))
Fiir die Ableitung F” (t) gilt die folgende Verallgemeinerung der Kettenregel:

Satz 10.11 (Verallgemeinerung der Kettenregel): Die Funktionen z; (¢), ..., z, (t)
seien im Punkt ¢t = ¢, differenzierbar. Ferner sei die Funktion f (z1,...,2,) in einer
e-Umgebung des Punktes (z; (to) , ..., Zn (o)) stetig differenzierbar.

Dann ist F' (t) = f (z1 (¢) , ..., Zn (t)) im Punkt ¢ = ¢y differenzierbar, und es gilt

F' (to) = Z.’L’: (to) %f (.’I)] (to) y ooy Ly (to))
|

Bemerkung 10.12:
1. Fir n = 1 ergibt sich die Kettenregel in Kapitel 7.3.6.

2. Fir die Ableitung einer Funktion nach der (Zeit) ¢ wird oft folgende Abkiirzung
verwendet

d . .
prid (t) =z (t) =2

Damit ergibt sich folgende Kurzschreibweise fiir die verallgemeinerte Kettenre-

gel:
=1




Beispiel 10.13

10.5 Extremwerte einer Funktion mit mehreren Variablen

Wir wollen uns hier auf Funktionen f(z) = f(z1,z2) im R? beschrinken. Eine
Verallgemeinerung des folgenden auf den R™ ist jedoch moglich.

Eine Funktion f (z) = f (1, z2) besitzt an der Stelle xg = (zg,, zg,) ein relatives

(lokales) { Maximum , wenn in der Umgebung von zg gilt:

Minimum

fze) = f(zE,2m) > f(x1,22)
{ f(zg) = f (zE,, 7B, < f (z1,T2) } (zE # 2)

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir einen relativen Extremwert wer-
den im folgenden Satz formuliert.

Satz 10.14:

1. Notwendig fiir einen Extremwert zg ist das Vorhandensein einer zur x, zo-
Ebene parallelen Tangentialebene an der Stelle g = (zg,,Zg,), d- h. es muss
gelten:

foo(xg) =0 und  fo,(zg)=0

d. h. die partiellen Ableitungen 1. Ordnung miissen gleich null sein.

2. Hinreichend fiir einen Eztremwert zg ist, dass die partiellen Ableitungen 2.
Ordnung der folgenden Ungleichung geniigen:

fmwl (mE) : fzzxz (mE) - fa?lmz (:EE) >0

Fir fy0, (zg) < 0 (bzw. fi,4, (zg) < 0) liegt ein relatives Maximum, fiir
forz (zE) > 0 (bzw. fi,z, (zg) > 0) liegt ein relatives Minimum vor.

Bemerkung 10.15: D := fo,4, (TE) - foga, (25) — [2.4, (xE) heit Diskriminante
von f (21, zg) im Punkt g = (zg,, zg,) und kann auch als zweireihige Determinante
geschrieben werden:

D= fxlml (xE) lel‘z (xE)

B f$1932 (xE) fmwz (IE)

Fir D < 0 liegt kein Extremwert, sondern ein Sattelpunkt vor. Fiir D = 0 ist keine
Aussage moglich.




Beispiel 10.16

Bis jetzt waren die Variablen z; und z; unabh#ngig voneinander. Sind sie je-
doch durch eine sogenannte Nebenbedingung miteinander verbunden (z. B. durch
die implizite Gleichung ¢ (z1,z2) = 0), so gelangt man zu Extremwertaufgaben mit
Nebenbedingungen. Hier sind zwei Vorgehensweisen moglich:

1. Man l6st die Nebenbedingung nach einer Variablen auf, z. B. nach z, und
setzt dies in die urspriingliche Funktion f (z1,z2) ein. Damit wird das Pro-
blem auf die Bestimmung der Extremwerte einer Funktion mit einer Variablen
zuriickgefiihrt (siehe Kapitel 7.9).

2. Ist 1. nicht moglich oder sehr aufwendig, so kann zur Losung der Extrem-
wertaufgabe mit Nebenbedingungen das Lagrangesche Multiplikatorenverfahren
herangezogen werden (siehe Literatur).

Bemerkung 10.17: Prinzipiell ist es moglich, alle Sétze der Differentialrechnung
fiir Funktionen mit einer Variablen auf Funktionen mit mehreren Variablen zu iiber-
tragen, z. B. die Taylorsche Formel oder der Mittelwertsatz. Jedoch ist diese Ver-
allgemeinerung zum Teil recht aufwendig und wiirde den Rahmen dieser Vorlesung
sprengen. Deshalb wird an dieser Stelle auf die weiterfilhrende Literatur verwiesen.

11 Integralrechnung fiir Funktionen mit mehreren
Variablen

11.1 Gebietsintegrale

Mit Hilfe der sogenannten Gebietsintegrale kann man Funktionen mit mehreren Va-
riablen in der folgenden beschriebenen Weise integrieren.

Auf die allgemeine Definition der n-dimensionalen Gebietsintegrale wird hier ver-
zichtet. Dafiir wird auf die in der Praxis wichtigeren zwei- und dreidimensionalen
Gebietsintegrale eingegangen. Die Losung von n-dimensionalen Gebietsintegralen
wird prinzipiell auf n einfache Integrationen (vergleiche Kapitel 8) zuriickgefiihrt.

Desweiteren kann sich die Berechnung von Gebietsintegralen durch die Verwen-
dung geeigneter Koordinatensysteme (Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten) ver-
einfachen.

Behandeln wir zunéchst das anschauliche zweidimensionale Gebietsintegral.

11.1.1 Das zweidimensionale Gebietsintegral

Sei f(z) = f(x1,22) eine stetige Funktion im R? mit dem Definitionsbereich A.
Desweiteren sei f (z1,z2) > 0.

Skizze 11.1




Definition 11.2: Der Grenzwert

hm Z f (a:lk, Z’Qk) . AA}C
k=1

n—oo

wird, falls er existiert, als zwetdimensionales Gebietsintegral bezeichnet.
Schreibweisen:

/f (x1,x2) dA,

A
[/f(il?l,ilg)dA,
Z/f(:cl,xz)dxldxg

Weitere Namen: Doppelintegral, Bereichsintegral, Flichenintegral.
|

Bemerkung 11.2: Der obige Grenzwert existiert, falls die Funktion f (z;,zs) im
(abgeschlossenen) Integrationsbereich A stetig ist.

Sei nun der Integrationsbereich A ein einfaches zusammenhingendes Gebiet (ohne
Locher) mit stetiger Randkurve der folgenden Form:

Skizze 11.3

Berechnung des zweidimensionalen Gebietsintegrals:

Die Berechnung des zweidimensionalen Gebietsintegrals
/ f (117 1, 372) dA
A

erfolgt durch zwei nacheinander auszufithrenden gewthnlichen Integratio-

nen:
b W2(-’ﬂ1)
/ f (21, 22) dA = / / Flanos)dos|  day
A z1=a z2=yp; (21) J

-~

innere Integration (nach z;)
z7 wird als konstant betrachtet

-

duflere Integration (nach z;)

1. Schritt: Innere Integration (nach der Variablen z5)
2. Schritt: Auflere Integration (nach der Variablen ;)
[

10




Bemerkung 11.4: Die Integrationsreihenfolge ist vertauschbar, wenn alle Integra-
tionsgrenzen konstant sind, wenn also ein rechteckiger Integrationsbereich A vorliegt:

Skizze 11.5
Beispiel 11.6

11.1.2 Das dreidimensionale Gebietsintegral

Die Definition des zweidimensionalen Gebietsintegrals ldsst sich direkt auf das dreidi-
mensionale (und damit natiirlich auf das n-dimensionale) Gebietsintegral iibertragen.

Definition 11.7: Der Grenzwert
gglolto (T1k, Tok, T3k) - AV
k=1

wird, falls er existiert, als dreidimensionales Gebietsintegral bezeichnet.
Schreibweisen:

/f (xla Za, 1’3) d‘/7

v
Z//f(f”hwz,wsw,
[//f(ml,xg,mB)da;ldede

Dabei ist f (z) = f (z1, %2, 23) eine stetige Funktion im R3 mit dem Definitionsbereich
V. Die AV}, sind die n Teilbereiche, in die V' zerlegt wird.

Weitere Namen: Dreifachintegral, Raumintegral.

||

Berechnung des dreidimensionalen Gebietsintegrals: Die Berechnung des
dreidimensionalen Gebietsintegrals

/f (xla IEQ,.’L'g) av
\%

erfolgt durch drei nacheinander auszufiihrenden gewthnlichen Integrationen:
b walz1)  o(m1,22)
/f (z1, 29, 23)dV = / / / f(z1, 22, 23) drzdzodx;
% T1=0 39=0; (1) Ta=1), (T1,22)

Die drei Integrationsschritte erfolgen von innen nach auflen.
Dabei ist V ein zylindrischer Integrationsbereich.

11



Bemerkung 11.8: Auch hier kann die Integrationsreihenfolge vertauscht werden,
wenn alle Integrationsgrenzen konstant sind.

Beispiel 11.9

12 Gewohnliche Differentialgleichungen

Unter einer Differentialgleichung versteht man eine Gleichung, die aufler den unab-
hingigen Variablen und den unbekannten Funktionen dieser Variablen auch noch die
Ableitungen der unbekannten Funktionen enthilt.

Hingen die unbekannten Funktionen nur von einer unabhingigen Variablen ab,
so heifit die Differentialgleichung gewdohnliche Differentialgleichung. Treten dagegen
zwei oder mehr unabhéngige Variable auf, so heifit die Differentialgleichung partielle
Differentialgleichung, da hier partielle Ableitungen erscheinen.

In diesem Kapitel werden nur gewshnliche Differentialgleichungen behandelt (Dif-
ferentialgleichung steht dann immer fiir gewohnliche Differentialgleichung).

Definition 12.1: Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion
y = y(z) bis zur n-ten Ordnung auftreten, heiit gewéhnliche Differentialgleichung
n-ter Ordnung. Darstellung der gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung in
impliziter Form:

F(z,y,9,¢",.,y™) =0  (y=y(2))

und in expliziter Form:

Y™ = f(z,9,9,y", ...y )

]
Beispiele 12.2

Definition 12.3: Eine Funktion y = y(z) heifit eine Ldsung (Losungsfunktion,
Integral), wenn sie nebst ihren Ableitungen die Differentialgleichung erfiillt, d. h.
wenn gilt

F(z,y,9,9",...y™) =0
m

Man unterscheidet folgende Typen von Losungen einer Differentialgleichung n-ter
Ordnung:

1. Allgemeine Lésung: Sie enthilt n voneinander unabhingige Parameter.

2. Partikuldre (spezielle) Losungen: Sie gehen aus der allgemeinen Losung durch
eine spezielle Wahl der n Parameter hervor, z. B. durch zusétzliche Anfangs-
oder Randbedingungen.

12



3. Singuldre Losungen sind Losungen, die nicht in 1. enthalten sind, bzw. nicht
aus der allgemeinen Losung gewonnen werden kénnen.

4. Zusammengesetzte Losungen bestehen aus verschiedenen partikulidren und sin-
guldren Losungen.

Beispiel 12.4

Allgemein gilt folgender Satz.

Satz 12.5: Die allgemeine Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-
ter Ordnung stellt geometrisch eine n-parametrige Kurvenschar dar. Umgekehrt kann
Jede n-parametrige Kurvenschar durch eine Differentialgleichung n-ter Ordnung be-
schrieben werden.

Anfangs- und Randwertprobleme:

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthélt n unab-
hingige, unbestimmte Parameter.Um sie zu bestimmen, benotigt man noch n zusitz-
liche Bedingungen. Man unterscheidet hier Anfangs- und Randbedingungen.

Bei einem Anfangswertproblem werden der Losungsfunktion y = y(z) n zu-
sédtzliche Werte an einer Stelle xy vorgeschrieben, niamlich

y(z0),y (z0),y" (o) , .., ¥ (z0)

Diese zusitzlichen Werte heiflen Anfangswerte (Anfangsbedingungen). Sie fiithren zu
n Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter C1, Cy, ..., C,.

Bei einem Randwertproblem werden der Losungsfunktion y = y (z) n zusitzliche
Werte an n verschiedenen Stellen z1, x5, ..., z,, vorgeschrieben, namlich

Y (ml) Y (332) yeen Y (xn)

Diese zusétzlichen Werte heiflen Randwerte (Randbedingungen). Sie fithren zu n
Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter Cy, Cy, ..., C,,.

12.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Die Differentialgleichung 1. Ordnung ist i. a. eine Gleichung zwischen der gesuchten

d
Funktion y = y (z), deren Ableitung y/ = % und der unabhéingigen Variablen z:

F(z,y,y) = 0  (implizite Form)
bzw.

¥y = f(z,9) (explizite Form)

13



Zur Losung von Differentialgleichungen ist zu sagen, dass es kein allgemeines Lo-
sungsverfahren gibt (dhnlich wie bei der Integralrechnung), sondern der Losungsweg
immer vom Typ der Differentialgleichung abhéngt. Bei einigen (wenigen) Differential-
gleichungen ist die Losung durch Integration moglich (vergleiche Beispiel 12.4).

12.1.1 Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung durch Trennung
der Variablen

Ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Form

Y =f(=)gly) (TypA)

darstellbar, so ist die Losung mit Hilfe der Methode , Trennung (Seperation) der
Variablen” moglich. Eine eindeutige Losung existiert, wenn f (z) stetig, g (y) stetig
differenzierbar und g (y) # 0 ist.

Verfahren 12.6 (,,Trennung der Variablen”): Eine Differentialgleichung 1.
Ordnung vom Typ

y=f@)gly) (9@ #0) (TypA)
lésst sich schrittweise wie folgt 1osen:
1. Trennung der beiden Variablen z und .

2. Integration auf beiden Seiten der Gleichung.

3. Auflssung nach y (falls moglich und erwiinscht).

]
Beispiel 12.7

12.1.2 Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung durch Substitution

Die folgenden 2 Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung lassen sich durch eine
lineare Substitution losen:

y = flaz+by+c)  (TypB)
y = f (%) (Typ C)

14



Verfahren 12.8 (,,Substitution”): Differentialgleichungen 1. Ordnung vom Typ
B und Typ C konnen durch folgende Substitutionen schrittweise gelost werden:

Substitution fiir Typ B u=az+by+c
Substitution fiir Typ C : u= %

1. Durchfithrung der Substitution.

2. Integration der neuen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Hilfsfunktion u
durch ,,Trennung der Variablen”.

3. Riicksubstitution und Auflésung nach y.

|
Beispiele 12.9

12.1.3 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Der folgende Satz gilt fiir lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Sie hat die
Form

y™ (@) + fao1 (@) 37D (@) + .+ fo (2) y (2) = g ()

Sie heiflt homogen, wenn g (z) = 0 ist und inhomogen, wenn g (z) # 0 ist.
Die Funktion g (z) wird mitunter auch als Stérfunktion bezeichnet. Fiir die Li-
sungsmenge einer inhomogenen linearen Differentialgleichung gilt der folgende Satz.

Satz 12.10: Die allgemeine Losung y4 einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung (n-ter Ordnung) ist als Summe

e der allgemeinen Losung yy der zugehorigen homogenen linearen Differentialglei-

chung
e und einer (beliebigen) partikuldren Losung yp der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung
darstellbar:
YA =Yg T+ Yp
|

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung lassen sich stets 16sen, und zwar durch
die Methode von Lagrange. Sie besteht aus 3 Schritten:
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Satz 12.11: Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung der Form
y+f@)-y=9@E (y=y()
lasst sich durch die folgenden 3 Schritte l6sen:
1. Bestimmung der allgemeinen Losung yy der zugehorigen homogenen Gleichung
y+f(z)y=0
durch ,, Trennung der Variablen”.
2. Bestimmung einer partikuldren Losung yp der inhomogenen Gleichung
y+f(z)y=9()
durch ,,Variation der Konstanten”.

3. Bestimmung der allgemeinen Losung y4 der inhomogenen Gleichung durch Ad-
dition von yy und yp :
Ya=YH T YpP

|
Beispiel 12.12

Bemerkung 12.13: Die partikulidre Losung yp der inhomogenen linearen Diffe-
rentialgleichung (n-ter Ordnung) ldsst sich immer durch die Methode der , Variation
der Konstanten” bestimmen. Man kann jedoch auch versuchen, eine partikulire Lo-
sung durch einen geeigneten Ansatz einer Losungsfunktion y (evtl. durch Erraten)
zu finden.

12.1.4 Bernoullische Differentialgleichungen

Differentialgleichungen der Form
y+f()y=9()y" (neR{0,1})
heilen Bernoullische Differentialgleichungen. Sie konnen Mit Hilfe der Substitution
Yyl =z fiir jedes n # 1

auf lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickgefithrt werden.

16



Bemerkung 12.14:
1. Fir n = 0 ergibt sich die inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung:
v+ flz)y=g(z)
Die Losung ergibt sich aus Satz 12.11.
2. Fiir n = 1 ergibt sich die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung:

y+[f(z)—g(@)]-y = 0
bzw.

y+h(z)y =0 mith(z)=f(z)-g()

Die Losung ergibt durch ,,/ Trennung der Variablen”.

Beispiel 12.15

12.2 Differentialgleichungen 2. Ordnung
Eine Differentialgleichung 2. Ordnung hat folgende allgemeine Darstellung:

F(z,y,y,y") = 0 (implizite Form)

bzw.
12

v = fl(z,y,9) (explizite Form)

12.2.1 Einfache Differentialgleichungen 2. Ordnung (Integrable Typen)
Besitzt die Differentialgleichung 2. Ordnung die Form

y'=f(z) (TypA)

,50 fithrt zweimaliges Integrieren auf beiden Seiten zur allgemeinen Losung.

Fiir die Formen

y' = f(y) (Typ B)
y'=f@) (TypC)
y" = f(z,y) (TypD)
y'=f(y,y) (TypE)

fithrt die Substitution
y=p
auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung (Reduktion der Ordnung).
Wird p also als eine Funktion von y angesehen, die iiber y von = abhéngt, so liefert
die Kettenregel:
o9 _d dy _dp
Tdz dy do dy ¥

Beispiel 12.16
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12.2.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten

Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die
allgemeine Form:

any™ (2) + any™ D (2) + ... + agy (z) = g (2) (a; € R)

Fiir g (z) = 0 heifit die Differentialgleichung homogen, fiir g (z) # 0 heifit die Diffe-
rentialgleichung inhomogen.

Die Funktion g (z) wird auch als Stérfunktion oder Storglied bezeichnet.

Die linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
spielen in den naturwissenschaftlichen und technischen Anwendungen eine besonders
wichtige Rolle. Wir konnen uns hier daher auf Differentialgleichungen 2. Ordnung
beschrénken, eine Verallgemeinerung des folgenden auf Differentialgleichungen n-ter
Ordnung ist jedoch ohne Schwierigkeiten moglich.

Eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann
stets auf die folgende Form gebracht werden:

y' (@) + ay' (2) +aoy (z) =g (z) (@ €R)

Beispiele 12.17

Eigenschaften einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten:
Die homogene lineare Differentialgleichung 2.Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y'(2) + a1y (2) +ay(2) =0  (a; €R)
hat die folgenden Eigenschaften:
1. Ist y; (z) eine Losung der Differentialgleichung, so ist auch
y(z) = Cy (z) (C € R beliebige Konstante)
eine Losung der Differentialgleichung.

2. Sind y; (z) und y (z) zwei Losungen der Differentialgleichung, so ist auch die
Linearkombination

y(z) = Ciyr (z) + Coys () (C1,C5 € R beliebige Konstanten)
eine Losung der Differentialgleichung.

3. Ist y(z) = u(x) + jv(z) eine komplexe Losung der Differentialgleichung, so
sind auch u (z) und v (z) (reelle) Losungen der Differentialgleichung.

Uber die Ldsungsmenge einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten lisst sich folgendes sagen:

18



Satz 12.18: Die allgemeine Losung y = y (z) einer homogenen linearen Diffe-
rentialgleichung 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

¥’ (z) + a1y’ (z) +agy () =0  (a; €R)

ist als Linearkombination zweier linear unabhdngiger Losungen (Basislosungen) y; =
y1 (z) und yo = yo (z) darstellbar:

y(z) = Ciy (z) + Coys (2) (C1,C2 € R beliebige Konstanten)

Dabei sind y; und y» genau dann Basislésungen, wenn ihre Wronski- Determinante
W ungleich null ist, d. h. wenn gilt:

W(yl,y2)=‘ wie) (o ]%o
|

Bemerkung 12.19:

1. Es gentigt zu zeigen, dass die Wronski-Determinante W an einer Stelle zy un-
gleich 0 ist.

2. Die beiden Basislosungen y; und y, bilden ein sogenanntes Fundamentalsystem
der Differentialgleichung.

Beispiel 12.20

Lésung einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeflizienten:

Satz 12.21: Bei der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten
v + a1y +apy =0 (a; € R)

fithrt der Losungsansatz
y=e (AeC)

zu einem Fundamentalsystem der Differentialgleichung (zu den beiden Basislésungen
Y1 (z) und y; (z)). Die beiden Basislosungen y; (z) und y; (z) hingen von der Art der
Losungen A und A, der zugehorigen charakteristischen Gleichung

)\2 + 0/1)\ +ayg=0
wie folgt ab:
1. Fall: )\1 7é )\2 mit )\1,/\2 €eR (reell)

Fundamentalsystem: y; = e*® und y, = e*?®

Allgemeine Losung:  y = C1eM® 4 Cpe?2®
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2. Fall: \; = Ay = A mit A;,\s, A € R (reell)

Fundamentalsystem: y; = e*® und y; = ze
Allgemeine Losung:  y = (Ciz + Cy)e?®

Az Az

3. Fall: \; =0 + jw, A =0 — jw mit o,w € R (A,A\s sind konjugiert komplex)

Fundamentalsystem: y; = e’® sinwz und y; = €°® coswzx
Allgemeine Losung: y = e?*(C sinwz + Cy cos wz)

|
Beispiel 12.22

Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten:

Die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten besitzt die Form:

Yy + ayy + agy = g () mit g (z) # 0, g (z) Storfunktion (a; € R)

Fiir die Losungsmenge dieser Differentialgleichung gilt der Satz 12.10. Er wird hier
auf diesen Fall iibertragen.

Satz 12.23: Die allgemeine Losung ya einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist als Summe (Uberlagerung)

e der allgemeinen Losung yy der zugehorigen homogenen linearen Differentialglei-
chung
YV +a1y +ay=0

e und einer (beliebigen) partikulidren Losung yp der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung
y' + a1y +aoy = g ()
darstellbar:
Ya=YyYua +yp

]

Grundsitzlich gilt nun:

Kennt man die allgemeine Losung yy der homogenen Differentialgleichung, so
lasst sich stets eine partikuldre Losung yp der inhomogenen Differentialgleichung
mit der Methode ,,Variation der Konstanten” ermitteln. Dies gilt auch fiir lineare
Differentialgleichungen der Form

Y+ 1 (@)Y + o (2)y = g(2)
Fiir Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kann man sich aber in vielen
Fallen die ,,Variation der Konstanten” ersparen, indem man einen geeigneten Ansatz
fiir die partikuldre Losung vornimmt. Dieser Ansatz soll der Struktur der Stérfunktion

g (z) angepasst sein. Wichtige Ansétze fiir hiufig auftretende Storfunktionen g (z)
werden in einer folgenden Tabelle zusammengestellt.
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Tabelle 12.24: Losungsansitze fiir eine partikuldre Losung yp einer inhomogenen
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Storfunktion g (z) = ... Losungsansatz yp (z) = ...
B ..+ Bpz"
bo + b1T + ... + bpz™ Bo+ Biz + ... + Bnz
(Polynom n-ten Grades) (es darf keine z-Potenz ausgelassen werden, auch wenn
g (z) nicht alle Potenzen bis zur n-ten Potenz enthilt)
KeCY(E
az
ke («v ist keine Losung der charakteristischen Gleichung)
ksinax Kisinazxz + Ky cos ax
oder (jo ist keine Losung der charakteristischen Gleichung)
kcosazx (der Ansatz muss stets sinaz als auch cosaz
oder enthalten, auch wenn ¢ (z) nur aus einer der beiden
ki sin az + ko cos ax Funktionen besteht)
ksinh ax K sinh ax + K, cosh azx
oder (jo ist keine Losung der charakteristischen Gleichung)
k cosh az (der Ansatz muss stets sinh az als auch cosh ax
oder enthalten, auch wenn g (z) nur aus einer der beiden
kq sinh ax + ko cosh ax Funktionen besteht)
keP® sin ax
oder e*(K; sinaz + Kj cos ax)
keP® cos ax

Bemerkung 12.25

Beispiel 12.26
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12.3 Systeme linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Zwei gekoppelte lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten der Form

Yy = auth + apy + g1 (z)
Yo = a1t + anys + g2 (z)

bilden ein lineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung (unter einer Ordnung
eines Differentialgleichungssystems versteht man die Summe der Ordnungen der ein-
zelnen Differentialgleichungen).

Das lineare Differentialgleichungssystem 2. Ordnung ladsst sich auch wie folgt
darstellen:

—)
y =AYy +79
. 7 Y : N
mit ¢y = . Ableitung des Losungsvektors
2
A= le 212 ) Koeflizientenmatrix, a;x; € R (4,k =1,2)
21 Q22
Y = zl Losungsvektor
2
g = il Storvektor
2

Dabei handelt es sich um ein homogenes System, wenn

—

g =0 also g1 (z) =0 und g2 (z) =0
12.3.1 Losung eines homogenen linearen Differentialgleichungssystems 2.
Ordnung

Satz 12.27: Ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem 2. Ordnung der

Form -

y =AY

lasst sich stets durch den Ansatz

’37:?6” mitl—(')=<K1)
Ky

16sen.
Die Werte des Parameters A werden mit Hilfe der charakteristischen Gleichung

det(A—ME)=0

berechnet. Dabei werden 3 Fille unterschieden:
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1. Fall: \; # Ao mit Aj,Ag € R (reell)
Fiir die erste Losungsfunktion y; gilt dann
y1 = C1eM° + Cpe?”
2. Fall: Ay = s =X mit Aj,A5, A € R (reell)
Fiir die erste Losungsfunktion y; gilt dann

y1 = (Ciz + Cy)e™
3. Fall: Ay =0+ jw, s =0 — jw mit o,w € R (A\,\; sind konjugiert komplex)
Fiir die erste Losungsfunktion y; gilt dann
y1 = €7 (Cy sinwz + Cy coswz)

Die zweite Losungsfunktion y, wird in allen 3 Fallen direkt aus dem Differential-

_)
leichungssystem 3y’ = A7y ermittelt, und zwar durch Einsetzen von y; und /.
g gssy: Y Y
|

Beispiel 12.28

12.3.2 Losung eines inhomogenen linearen Differentialgleichungssystems
2. Ordnung

Wir konnen den Satz 12.23 direkt iibertragen.

YA

Satz 12.29: Die allgemeine Losung ys = des inhomogenen linearen Dif-

ferentialgleichungssystems 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

—_—
Yy =AY +g
. =7 Y : N
mit y = . Ableitung des Losungsvektors
2
A= ZH 212 ) Koeflizientenmatrix, a;x € R (4, k = 1,2)
21 022
= zl Losungsvektor
2
g = z ! Storvektor
2

ist als Summe (Uberlagerung)

e der allgemeinen Losung yp = ( zm ) des zugehorigen homogenen linearen Dif-
2H

ferentialgleichungssystems
4 —
y =Ay
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np

e und einer (beliebigen) partikuliren Losung yp = ( y
2P

) des inhomogenen li-

nearen Differentialgleichungssystems
—
Yy =AY +79
darstellbar:
— = | —
YA =YH +yp
|

Bemerkung 12.30: In dem Losungsansatz fiir die partikulire Losung yp miissen
in y1p und yop jeweils beide Storfunktionen entsprechend der Tabelle 12.24 beriick-
sichtigt werden.

Beispiel 12.31

12.4 Numerische Losung von Differentialgleichungen

In diesem Kapitel soll das folgende Anfangswertproblem exemplarisch numerisch ge-
16st werden:

y = f(z,y) (Differentialgleichung)
y(zo) =yo  (Anfangswert)

Unter den (vielen) numerischen Verfahren wird hier das Runge-Kutta- Verfahren
ausgewéhlt, das sich in der Praxis als ein Rechenverfahren hoher Genauigkeit gezeigt
hat.

Differentialgleichungen héherer Ordnung kénnen durch passende Substitutionen
in Differentialgleichungen 1. Ordnung tibergefiihrt werden (Reduktion der Ordnung,
vergl. Kap. 12.2).

Wir setzen mit der Schrittweite h :

o
.’131=$0+h
£Cg=.’l31+h

(Die Schrittweite ist hier immer gleich, sie kann jedoch auch variieren.)
und bezeichnen mit

y(z,) : exakte Losung an der Stelle z,,
Yn : theoretischer Naherungswert fiir y(z,,) n=0,1,2,..
Yn : numerisch erzielter Wert fiir 3,

Die Grundidee besteht darin, die exakte Losungskurve y in jedem Teilintervall
durch eine Gerade zu ersetzen.
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Skizze 12.32

Satz 12.33 (Runge-Kutta-Verfahren):

die Ndherungswerte y, wie folgt ermittelt

mit

f

H

h
h
h
h

(
fzn +
(Zn
(

f(zn, yn)

N

ayn'+

Un+1

ky

2)

,yn+2)
fﬁL‘ +hyn+k3)

1
=yn+—

5 (

h: Schrittweite

n=20,1,2,3,..

ki + 2ko + 2k3 + ky)

Es ist ein Verfahren 4. Ordnung, d. h. es gilt fiir den Fehler e, :

Bemerkung 12.34

€n = UYn

— y(Zn)

= O(h)

Rechenschema fiir das Runge-Kutta-Verfahren 12.35:
1
Es sei K = 5 (k1 + 2ko + 2k3 + ky)

Beim Runge-Kutta- Verfahren werden

n|z y f(z,y) k=hf(z,y)

0| xo N Yo y f(z0,%0) L ki = hf(zo,y0) "
xo+2 y0+gl f(@o+ l%,yo+31) 2 =hf(zo + ,%,y0+/?1)
330+§ y0+§2 flzo + 7yo+2) 3 = hf(zo+ a’!/0+2)
zo+h=2z1 | yo+ks f($0+hyo+k3) =hf($0+hyo+k3)

1
K:a(k1+2k2+2k3+k4)
=% +K
1|z Y1 f(z1,y1) kv = hf(z1,11)
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Beispiel 12.36: Fiir das Anfangswertproblem

yY=y+e°

y(0) =1

(Anfangswert)

soll im Intervall 0 < z < 0,2 eine Naherungslosung nach dem Runge-Kutta-Verfahren
ermittelt werden. Die Schrittweite h sei h = 0, 05.

Damit ist

J,‘O:O

$1=£B0+h20,05
$2=$1+h=0,1

usw.
n|z y flz,y) =y+¢€ k= hf(z,y)
0|zo=0 Yo =y(0) =1 f(zo,v0) ki = hf(zo,yo)
= £(0,1) =2 = hf(0,1) = 0.05-2 = 0.1
k h k h k
IB0+§ yo+§1 f($0+§,yo+'2—1) k‘2=hf(370+—2‘,y0+§1)
=040.025|=1+4+0.05 = f(0.025, 1.05) = hf(0.025, 1.05)
= (0.025 =1.05 = 2.0753151 = 0.05-2.0753151
= 0.1037658
h k h k h k
330+§ ?Jo*l-E2 f($0+§>y0+52) k3=hf($0+§,yo+32)
= 0.025 =1+0.1037658 | = f(0.025, 1.0518829) = hf(0.025, 1.0518829)
= 1.0518829 = 2.077198 = (0.1038599
Zo+h =z | yo+ ks f(xo + h,yo + k3) ks = hf(xo+ h,yo + k3)
= 0.05 = 1.1038599 = f(0.05, 1.1038599) = hf(0.05, 1.1038599)
= 2.155131 = 0.1077565
1
K: 6(k1+2k2+2k3+k}4)
= 0.1038347
n=y+K
=1+40.1038347
= 1.1038347
1|z n flz1, 1) ki = hf(z1,y1)
= 0.05 =1.1038347 | = £(0.05,1.1038347) | = hf(0.05,1.1038347)
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Das Anfangswertproblem besitzt die exakte Losung
y=(z+1)e"

Ein Vergleich zeigt die sehr guten Naherungen gles Runge-Kutta-Verfahrens
(bei 6 Stellen nach dem Dezimalpunkt sogar Ubereinstimmung).

x Runge-Kutta  exakte Losung

zo =10 Yo =1 y(zo) = y(0) =1
21 =005 1y =1.103834 y(z;) = 1.103834651
2o =010 yo =1.215688 y(zy) = 1.21568 801

23 =015 y3=1.336109 y(z;3) = 1.336109379

24=020 y,=1465683 y(z4) = 1.46568331

27




13 Differenzen und Differenzengleichungen

13.1 Differenzen

Definition 13.1: Seiy = y (z) eine Funktion mit dem Definitionsbereich D und h €
R eine beliebige Konstante. Dann ist der Differenzenoperator A wie folgt definiert:

Ay (z) =y(z+h)—y(z)

[ |
Skizze 13.2

Bemerkung 13.3: Wendet man auf Ay (z) wieder den Differenzenoperator A an,
so erhélt man

AlAy(z)] = Aly(z+h)—y(2)=Aly(z+h)] - Ay (z)
= y([@+2h)—y(z+h) - [y(z+h)—y(z)]
= y(z+2h)—2y(z+h)+y(x)

Auf die letzte Beziehung kann man wieder den Differenzenoperator A anwenden,

usw..
Damit lisst sich folgende Definition angeben.

Definition 13.4: Der Differenzenoperator A™ n-ter Ordnung ist wie folgt definiert:
Ay (2) == A [A™y (2)]
Fir n = 2 erhélt man den Differenzenoperator A? zweiter Ordnung:
A%y (z) == A[Ay(2)] = y (z +2k) — 2y (z + ) +y (2)

Fiir n = 1 erhilt man den Differenzenoperator A' erster Ordnung (vergl. Defini-
tion 13.1):

Aly(z) :=Ay(z) =y(z+h)—y(z)

Fir n = 0 erhdlt man den Differenzenoperator A° null-ter Ordnung. Er heift
auch Identitatsoperator, da er die Funktion y (z) nicht veréndert:
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Beispiel 13.5

Der Differenzenoperator ist eng verwandt mit dem Ableitungs- oder Differentialope-
rator (vergl. Kapitel 7) und es ist naheliegend, die Differenzenrechnung in Analogie
zur Differentialrechnung zu entwickeln. Der Hauptunterschied besteht darin, dass bei
der Differenzenrechnung stets mit einer finiten Groe h gerechnet wird, wihrend bei
der Differentialrechnung h — 0 betrachtet wird, was zu infinitesimalen Grofen fiihrt.

Im folgenden Satz sind allgemeine Regeln fiir die Differenzenrechnung zusammen-
gestellt. Man beachte dabei die Ahnlichkeiten zu den Regeln der Differentialrechnung.

Satz 13.6 Seien y; = y; (z) und yo = y2 (z) zwei Funktionen und h € R eine
beliebige Konstante. Dann gelten

(i) Afyr (2) + 2 (2)] = Ay (2) + Ays (2)
(i) A[Cy1 (z)] = C - Ay (z) (C beliebige Konstante)
(i) Ay (z) - 32 ()] = 31 (z) - Aga (2) + 32 (z + h) - Ays (2)

. y1 (2) _ ¥ (z) - Ay (z) — 31 (z) - Ays (z)
w8 ] = e ek

13.2 Gewo6hnliche Differenzengleichungen

Eine gewohnliche Differenzengleichung stellt eine Beziehung zwischen einer unab-
héngigen Variablen x, einer unbekannten Funktion y = y (z) und deren Differenzen
Ay (z),A%y (z),... her. Bei partiellen Differenzengleichungen treten mehrere unab-
héngige Variable z4, ..., z,, auf.

Definition 13.7: Eine gewohnliche Differenzengleichung lisst sich in impliziter
Form wie folgt schreiben.

F (z,y(z), Ay (z), A% (z),...,A"y(z)) =0  (Darstellung 1)
bzw. mit h € R als einer beliebigen Konstanten
G(z,y(z),y(x+h),y(z+2h),...,y(x+nh)) =0 (Darstellung 2)
bzw. in der Indexschreibweise
H (k, Yk, Yk41, Y42, s Yon) =0 (Darstellung 3)
Dabei sind F, G und H Funktionen in n + 2 Variablen und n € N. Die Funktion

H besitzt die Definitionsmenge D = {k,k+ 1,k +2,...} mit k € n € NU {0} .
|
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Bemerkung 13.8:

(1) Von der Darstellung 1 zur Darstellung 2 gelangt man mit folgenden Beziehungen:

Ay(z)=y(z+h)—-y(z)
A% (z) = A[Ay(z)] =y(z+2h) —2y(z+ h) +y (z)
Ady(z)=A[A% (z)] =y (z+3h) —3y(z+2h) +3y(z+h) —y(z)

Ay (z) =3 (M) (=1)* y(@+ (m—k)h)  (meN)

k=0

(ii) Von der Darstellung 2 zur Darstellung 3 gelangt man durch folgende Index-
schreibweise:

yr =y ()
Y1 =y (z+h)
Yetr2 =y (z + 2h)

Yr4n = Y (T + nh)
Beispiele 13.9

Satz 13.10: Eine Funktion g heilt Losung einer Differenzengleichung
H (k, Yk, Ye+1, Yk42, -+ Yktn) = O iiber einer Menge S, wenn

H (k, Gk, Qo+1 Qet25 - Qo) = 0 firalleke S
[ |

Wir wollen nun zur wichtigen Klasse der linearen Differenzengleichungen iiberge-
hen.

Definition 13.11: Eine Differenzengleichung heifit linear iiber einer Menge S C
N U {0}, wenn sie wie folgt geschrieben werden kann:

Ir (B) Yrgn + fro1 (k) Yngn-1 + .. + f1 (k) Y1 + fo (k) vk = g (k)

Dabei sind f,, frn-1, ..., f1,fo und g Funktionen der unabhéngigen Variablen k.

Wenn g (k) = 0 fiir alle k¥ € S ist, handelt es sich um eine homogene lineare
Differenzengleichung.

Wenn g (k) # 0 fiir mindestens ein k € S ist, handelt es sich um eine inhomogene
lineare Differenzengleichung.

Sind die Funktionen f,, fo_1, ..., f1,fo konstante Funktionen, so spricht man von
einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten.

|

Es folgt ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Differenzengleichungen.
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Satz 13.12: Eine lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung der Form

fr (B) Yran + fro1 (k) Yrgn1 + ... + f1 (K) Y1 + fo (k) yx = g (k)

iiber einer Menge S aufeinanderfolgender ganzzahliger Werte von k besitzt eine
eindeutige Losung y. Die Funktionswerte der Losung y sind dabei fiir n aufeinander-
folgende k-Werte beliebig vorgegeben.

|

Analog zu Satz 12.10 gilt fiir die allgemeine Losung einer linearen Differenzenglei-
chung:

Satz 13.13: Die allgemeine Losung y¢ einer inhomogenen linearen Differenzenglei-
chung ist als Summe

e der allgemeinen Losung yff der zugehérigen homogenen linearen Differenzenglei-

chung
e und einer (beliebigen) partikuldren Losung yf der inhomogenen linearen Differen-
zengleichung
darstellbar:
Ye = Yh + YL
|

In der Praxis spielen die linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten die wichtigste Rolle. Sie sollen im Folgenden behandelt werden.

13.2.1 Lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten

Eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die
Form
Ye+1 =0 Yr+gr  mit a Konstante, k € S, gx. := g (k)

Wir betrachten zunichst die homogene Gleichung. Sie besitzt die Form
Yktl = @ Yk mit a Konstante, & € S

und kann wie folgt gelost werden.

Sei S die Definitionsmenge der Differenzengleichung mit S = {0,1,2,3,...} . Nach
Satz 13.12 besitzt die Gleichung eine eindeutige Losung y, deren Funktionswerte fiir
n =1 k-Werte beliebig vorgegeben sind. Wenn also y in & = 0 den Wert C (C belie-
bige Konstante) annimmt, dann kiénnen die Funktionswerte 1, der Losungsfunktion
schrittweise berechnet werden:
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yi=a-yYp=a-C
yp=a-y=a-a-C=a?-C
3

ys=a-yp=a-a-a-C=a-C

Yp=a-yp1=0a"-C

Wir haben mit y; = a* - C die allgemeine Losung der homogenen linearen Diffe-
renzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten gefunden.

Wenden wir uns nun der inhomogenen Gleichung zu. Sie besitzt die Form
Yk+1 = Q" Yk + Gk mit a Konstante, k € S, g, := g (k)

Eine partikuldre Losung kann durch die Methode ,,Variation der Konstanten” ge-
funden werden. Hierbei wird die Konstante C' der allgemeinen Lésung der homogenen
Gleichung als Funktion von k& angesehen: Cy = C (k). Der Ansatz

?J/]: =Ci-a*
wird dann zur Losung der inhomogenen Gleichung, wenn fiir die Cj, gilt:
k—1

Cr=Y I

am+1
m=0

Damit konnen wir folgenden Satz angeben.

Satz 13.14: Fir eine inhomogene lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten der Form

Yk+1 = @ Yk + Gk mit a Konstante, k € S, gx := g (k)
kann die allgemeine Losung y¢ wie folgt angegeben werden.

1. Die allgemeine Losung yf der zugehorigen homogenen linearen Differenzenglei-
chung lautet

y=C.a" (C Dbeliebige Konstante)

2. Eine partikuldre Losung y/ der inhomogenen linearen Differenzengleichung ist

k-1

P __ k : _ 9m
Y = Ck a mit Ck = e
m=0

3. Die allgemeine Losung y{ der inhomogenen linearen Differenzengleichung lautet
somit

v =yl +yf
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Beispiel 13.15

13.2.2 Lineare Differenzengleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten

Eine lineare Differenzengleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die
Form

Ykt2 + Q1Yky1 + GoYe = g it ag, a; Konstanten, (k =0,1,2,3,...), gr == g (k)
Betrachten wir wieder zunédchst die homogene Gleichung. Sie besitzt die Form
Yk+2 + Q1 Yp+1 + aoyr = 0 mit ag, a; Konstanten, k£ =0,1,2,3, ...

Uber die Lésungsmenge einer homogenen linearen Differenzengleichung 2. Ord-
nung mit konstanten Koeflizienten lisst sich analog zu Satz 12.18 sagen:

Satz 13.16: Die allgemeine Losung yi einer homogenen linearen Differenzen-
gleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Yk+2 + G1Yk+1 + oy = 0 mit ag, a; Konstanten, k =0,1,2,3, ...

ist als Linearkombination zweier linear unabhdngiger Losungen (Basislosungen) y; (k)
und y» (k) darstellbar:

yr = C1y1 (k) + Cays (k) (C1,Cs € R beliebige Konstanten)
Dabei sind y; (k) und y2 (k) genau dann Basislosungen, wenn gilt:
y1(0) v2(0) ‘
0
‘wﬂ)yﬂU 7
]

Bemerkung 13.17: Die beiden Basislosungen y; (k) und y, (k) bilden ein soge-
nanntes Fundamentalsystem der Differenzengleichung.

Der folgende Satz sagt, wie die allgemeine Losung gefunden werden kann (analog
zu Satz 12.21).

Satz 13.18: Bei der homogenen linearen Differenzengleichung 2. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Yr+2 + Q1Yky1 + QYr = 0 mit ag, aq Konstanten, k= 0, ]., 2, 3,
fithrt der Losungsansatz
w=q¢" (k=0,1,2,3,..)
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zu einem Fundamentalsystem der Differenzengleichung (zu den beiden Basislosungen
y1 (k) und y, (k)). Die beiden Basislosungen y; (k) und y, (k) hingen von der Art der
Losungen ¢; und g2 der zugehorigen charakteristischen Gleichung

¢+ a1q+ap =0
wie folgt ab:
1. Fall: ¢; # g¢o mit ¢1,92 € R (reell)
Fundamentalsystem: y; (k) = ¢f und y, (k) = ¢%
Allgemeine Losung:  yr = C1q¥ + Cog¥

2. Fall: ¢; = ¢2 =q mit g1,q2,9 € R (reell)

Fundamentalsystem: y; (k) = ¢* und y, (k) = kq*

Allgemeine Losung:  yi, = (Cy + Cyk)g*

3. Fall: ¢t =7+ js,qo =r—js mitr,s€R (g1,92 sind konjugiert komplex)
Fundamentalsystem: y; (k) = ¢¥ = (r + js)* und y, (k) = ¢f = (r — js)*
Allgemeine Losung:  yx = C1¢% + Cagh = Cy (r + j8)* + Cy (1 — js)*

Dabei sind C1, C; beliebige Konstanten.

|

Beispiel 13.19

Wenden wir uns nun der Losung der inhomogenen Gleichung zu.
Fiir die Losungsmenge der inhomogenen linearen Differenzengleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeflizienten gilt analog zu Satz 12.23:

Satz 13.20: Fiir eine inhomogene lineare Differenzengleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten der Form

Ykso + 01 Yks1 + GoYr = Gk mit ag, a; Konstanten, (k=0,1,2,3,...), gx := g (k)
ist die allgemeine Lisung y{ als Summe

e der allgemeinen Losung yff der zugehorigen homogenen linearen Differenzenglei-
chung

Ykso + 01Yks1 + aoye = 0 mit ag, a; Konstanten, (k=0,1,2,3,...)

e und einer partikuldren Losung yi der inhomogenen linearen Differenzengleichung
Uk+2t@1Ykr1ta0Ye = gx  mit ag, a; Konstanten, (k=0,1,2,3,...), gx := g (k)
darstellbar:

vt =yl +yp
n

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung ist folgende Tabelle hilfreich (vergl.
Tabelle 12.24 und Bemerkung 12.25).
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Tabelle 13.21: Losungsansitze fiir eine partikuldre Losung yf einer inhomogenen
linearen Differenzengleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

gk = ... Losungsansatz yi = ...
a* A-ak
k" Ag + Atk + Ask? + ...+ A k"

akkn ak(Ao + Alk + A2k2 + ...+ Ankn)

sin bk
oder Asin bk + B cos bk
cos bk

a® sin bk
oder a® (Asin bk + B cos bk)
a® cos bk

Dabei werden die Koeffizienten A, B, A;, ..., A,, nach der Methode der unbestimm-
ten Koeflizienten bestimmt.

Beispiel 13.22

14 Lo6sung von linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten mit Hilfe der Laplace-
Transformation

14.1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation wandelt eine Funktion mit einer reellen Verinderlichen
in eine Funktion mit einer komplexen Variablen um.

Skizze 14.1
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Definition 14.2: Sei f(t) eine reelle Funktion mit einer reellen Variablen ¢, die
fiir ¢ > 0 definiert ist. Dann ist die Laplace- Transformierte F (s) von f (t) wie folgt
definiert:

[Z[f(t)]:F(s):qli_rgo/f(t)-e‘“dt:/f(t)-e‘“dt mit (0 < e < T)

Dabei ist s = 0 + jw eine komplexe Variable (o,w € R).
L heiflt der Laplace-Operator.
[ |

Unter welchen Bedingungen existiert eine Laplace-Transformierte zu einer gege-
benen Funktion f (¢)? Eine Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 14.3 Sei f(t) eine reelle Funktion fiir ¢ > 0 und sei F (o) fiir ein 09 € R
absolut konvergent, d. h. gelte

o0

/ |f ()] - e7"dt < +o0

ot

Dann ist f (t) Laplace-transformierbar fiir Re (s) > oy.
|
Die inverse Laplace-Transformation wie folgt definiert.

Defnition 14.4 Sei F (s) die Laplace-Transformierte von f (¢),t > 0. Das Integral
ct+joo
F(s)-e®ds  mitc> g (00 aus Satz 14.3)

c—joo

1

LTF(s)] =f(t) = o7

heifit dann die inverse Laplace- Transformation von F (s).
Bemerkung 14.5

Beispiel 14.6

14.1.1 Einige wichtige Eigenschaften der Laplace-Transformation
Esist F'(s) = L[f (t)].

1. Die Laplace-Transformation ist linear, d. h. es gilt

LIF@)+g@))=LI @]+ LIg ()]

und

Llaf (t)] = aL[f (2)]
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2. Die inverse Laplace-Transformation ist ebenso linear.
3. Fiir die Ableitung gilt:

Erste Ableitung:

c [d[’;f”] — 5 F ()~ £(0.)

Zweite Ableitung:

L {%} =s? F(s)—s-f(04) - {d[{lt(t)]]tzw

n-te Ableitung:

r {ﬂ_(t_)l} =s"-F(s) - i S {%} =0

dtm
k=0

4. Fiir das Integral gilt:

5. Grenzwertsitze

Anfangswertsatz

lim f (t) = lim s- F (s) mit o = Re(s)

t—0 T—00

Endwertsatz
tlim f@)= lin(le - F (s) mit o = Re (s)
6. Ahnlichkeitssitze

und

7. Verschiebungssatz

8. Dampfungssatz
Beispiele 14.7
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14.2 Anwendung der Laplace-Transformation zur Lésung von
linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten

Wir betrachten das folgende Anfangswertproblem.
y'(t)+ay () +ayt)=g@)  (ueR)
mit den Anfangsbedingungen
[y ()0 =% (4o Konstante)

[y (t)]t=0+ =% (ys Konstante)

Die Laplace-Transformierte der homogenen Differentialgleichung lautet:

L' (1) +ay () +aoy (1)) = L[y ()] + a1 L [y (t)] + aoL [y (¢)]

it £y (9] = 5-¥ (5) =y (05) wnd £y (0] = Y (5) =5 (02) = | 4]

erhalten wir die Laplace-transformierte Differentialgleichung
$Y(5) =5 s —vhtar (s ()~ 48) +a0- ¥ (s) = G (s)

Dabei sind Y (s) und G (s) die Laplace-Transformierten von y (¢) bzw. g (¢).

Bemerkung 14.8: Die Laplace-transformierte Differentialgleichung vereinfacht sich
natiirlich stark, wenn die Anfangsbedingungen gleich Null sind, d. h. fiir yJ = y§ = 0.

Beispiel 14.9

38




Tabelle 14.10: Laplace-Transformation (Auszug)

Zeitfunktion f (¢) Laplace-Transformierte F (s)
Nr
" | Urbildbereich Bildbereich
_J 0 fiurt#0
1 6(t)_{ 00 fl‘irt=0} 1 firalles
Impulsfunktion
0 firt<0
= 1
2 o (t) { 1 fﬁrt>0} 3 fiir Re(s) >0
Sprungfunktion (Einheitssprung)
3 t (t > 0) l2 fiir Re(s) >0
s
n _ n! .
4 t (t>0,n=0,1,2,..) e fiir Re(s) >0
—a 1
5 et (t>0) T a fir Re(s) > —a bzw. Re(s) > — Re(a)
. wo .
6 sin (wot) (t>0) R fir Re(s) >0
8 Iy
7 cos wot (t>0) R fir Re(s) > 0
8 e~ % sin (wot t>0 ___wo i —
(wot) ( ) Graia fir Re(s) > —a
9 | e“sin(wot)  (t>0) %% firRe(s)> —a
(s+a)®+wj
L
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Ubungsaufgaben
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3. Semester

Aufgabe 10.1: Bilde die partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktion

f (z1,29) = 2122 (sinz; + sin z,)

Aufgabe 10.2: Bilde die partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktion
f(z,y)=In(z+ y2) —e®V 4 3z

und bestimme f, und f, an der Stelle (z,y) = (0, 1).

Aufgabe 10.3: Bilde die partiellen Ableitungen der folgenden Funktion bis zur 2.
Ordnung.
f(z,y,2) =€e*Ycos3z

Aufgabe 10.4: Im R® sei eine Fliche z = f(z,y) gegeben. Ferner sei P =
(Z0, Yo, 20) mit 2o = f (xo,yo) ein Punkt der gegebenen Fliche.
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkt P lautet dann:

z =20 = fo (20,%0) (x — 20) + fy (%0, %0) (¥ — Y0)

Bestimme die Gleichung der Tangentialebene der Fliche z = z2 + y? im Punkt P =
(1,1,2).

Aufgabe 10.5: Bestimme die Ableitung der Funktion

z=f(z,y) = (2 ~y)’

léngs eines Kreises mit der Parameterdarstellung
z(t) =2cost und y(t)=2sint mit 0<t< 27

(D. h. es st die Ableitung der Funktion z = f (z, y) nach dem Parameter ¢ zu bilden).




Aufgabe 12.1: Bestimme die Losung der Differentialgleichung
y=y

durch ,, Trennung der Variablen”.

Aufgabe 12.2: Bestimme die Losung der Differentialgleichung
Y =1+2 (2)
x
durch Substitution.

Aufgabe 12.3: Bestimme die Losung der linearen Differentialgleichung

y'+g=cosa:
T

Aufgabe 12.4: Bestimme die Losung des folgenden Randwertproblems.
Yy —4y' +4y=0
y(0)=6
y(2)=0
Aufgabe 12.5: Bestimme die Losung der Differentialgleichung
y' +4y +20y =0

Aufgabe 12.6: Bestimme die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung

Y +y -2y =g(z)

mit

a) g (z)

3et=
b) g (z) = 6e”

Aufgabe 12.7: DBestimme die Losung der Differentialgleichung
Yy — 6y +9y =2e*+9z — 15

Hinweis: Zerlege die Storfunktion g (z) = 2e* + 9z — 15 in zwei Teilstorfunktionen
91 (z) = 2¢® und g, (z) = 9z — 15 . Fiir g, (z) ist der Lésungsansatz yp; (), fir g, (z)
ist der Losungsansatz yps () gemdf Tabelle zu wihlen. Der Gesamtlosungsansatz
yp (z) ist dann die Summe von yp; (z) und yp; ():

yp () = yp1 () + yp2 ()

Aufgabe 12.8: Bestimme die Losung des Differentialgleichungssystems

—J:A? mitA=<_} })




