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Vorbemerkung

Die Vorlesung Signeltheorie verfolgt zwei Ziele:

1. Einfihrung in die Methoden zur Darstellung von Signalen,
Dabei wird besonders auf die den Methoden zugrunde liegenden
Gedankengénge eingegahgen.

Zugunsten einer anschaulichen Darstellung dieser Gedanken

wird teilweise bewuBt auf eine strenge mathematische Herleitung

der Methoden verzichtet,

2. Anwendung der Me thoden auf technisch relevante Fragestellungen
und Interpretation der Ergebnisse, die zum tieferen Verstdndnis

des Stoffes beitragen sollen.

Der vorliegende Umdruck ist als Unterstitzung der Vorlesung-
gedacht, Es ist deshalb weitgehend auf erklé&rende Textpassagen

verzichtet worden.,

Vorbemerkung

Die Vorlesung Systemtheorie verfolgt die gleichen Ziele,

die in der Vorlesung Signaltheorie formuliert worden sind.

Aufbauend auf die Methoden zur Darstellung von Signalen,

wird hier im die Methoden zur Darstellung von Systemeigen-
schaften eingefihrt, _ _

Die durch die Anwendung dieser Methoden auf technische Systeme'
in Verbindung mit technisch relevanten, dynamischen-Anregungen
erzielten Ergebnisse werden auch auf ihre Auswirkung auf fach-
Ubergrelifende Lehrinhalte interpretiert,

Der vorliegende lUmdruck unterstiitzt die Vorlesung.

In der ‘knappen Darstellung wurde deshalb oft auf interprtierende

Texte und Zwischenergebnisse verzichtet.




Systemtheorie

1, E.i nleit ung

Wéhrend in ‘der Signaltheorie das zeitébhéngige.Signalyals Tréger
einer»Nachrichf mathematisch gefaBt und beurtéilt wurde, wird in

"der Systemanalyse die Ubertragung und Verarbeitung der  Signale durch
Systeme beschrieben und die Wirkung der Systeme beurteilt.

- Systemanalyse:

gegeben: Anregung gegeben: Systembeschreibung gesucht: Wirku

In der Svstemsynthese wird eine-méglichSt einfache Systembeschreibung
gesucht, die die geforderte Signalwandlung bewirkt.

Svstemsynthese:

gegeben: Anregung gesucht: ? - gegeben: Wirkur
au(d) » -] Ry

‘Die zeitinvarianten wesentlichen Eigenschaften des Systems erkennt
man durch die Definition von Ubertragungsprozessen, die bei bestimmten

'Betriebsanordnungen (Art der Anregﬁng, Art des Abschlusses) gelten.

»éinfache Testsignale sind:

- die Sinusfunktion '

- die Sprungfunktion

- die StoBfunktion .(Nadelimpuls).

Mit diesen Anregungen werden nun die ibertragungsprozesse des TiefpaB-

kanals dergestellt.



Siagnaltheorie

1, Einleitu na

Wirkung von Zeitfunktionen auf Netzwerke

Beispiel fiir Vierpole: A ,:Sinusanrequng A, Sprunganrecuna
A4 :Sinuswirkung A,:verz.zeitfunktion
R 4
O—_'DTCT“‘ M,
A«!Z T 4 .

,,(

-~ 144
f R
Ay | lﬁ ,/ M,

Beispiel fiir Zweipole:

;

=C
A

??L

Beschreiben 188t sich das Verhalten von Netzwerken mit
Differentialaleichungen. In ihnen ist die gesuchte Wirkuna
indirekt enthalten. Sie kOnnen nicht nach der gesuchten unbe-
kannten Wirkuno direkt aufgeldst werden.

Die unbekannte Wirkung erh&lt man aus der L&sung der Differential-

gleichung, bei der die Schaltunc und die Art der Anregunc eingeht.



1.1 Wirkung von Bauelementen
Lineare, zeitinvariante Verkniipfuna von Ursache und Wirkuna.

Widerstand Spule Kondensator
. . 4

M= Ry ¢»:AL"V" Al = ZS' ;’

Mol ¢~ A~ g

CalA——
T

Kennlinien

wd _ ¢A ‘ uT
|

Die Anrequnc ist in der Regel kein Festwert, sondern ein zeit-
abh&nagiges Signal, z.B. i(t). |
Die Wirkuno wird ehenfalls zeitabh&nagic werden.

/‘Lz/ {) - Bo (¥ A4, Giz /o 3-{2‘ = A- ”2. ﬁ,w At ,‘ﬁ" J< (-:1 / [ dt
)

Reispiel:

/() Anregung: [ 4 -

Iy | '
Il 57;1'/0{{/' / .

T {;/g

Wirkuna :
Ay ' N Ay VR
Eo o e
. %m
+ ) — M E S — o
@y/Y, ! 4 1, {4 { _ 1 o {4 , ?
1

l

Ublicherweise setzt man den Betrachtunaszeitpunkt t0= 0,

ab der die anregende Zeitfunktion becginnt und die Eneraie
in den Bauelementen 2u diesem Zeitpunkt ebenfalls Null,

Hier: Laduno des Xondensators qo= 0.



1.2 Stromaufpricgunc auf eine Masche

Ursache: . Wirkung: M/r’/-’»an YA A,
(({/1 2 | A( R 4% (744 S
C’~— wfti=2¢ i/ - t } C,/tc/ AP
J’ 4 | K
Gerade Parabel Xonstante ’ Gesamtwirkuna
N g< ’
‘ K] i + " k3

1.3 Sprannuncsaufprdcunc auf einen Knoten

Ursache: A4 . Wirkung: //7(): ’.)2 "ic

\
FJ‘I' N
N
~
lg‘
E

Die Wirkdngen der Bauelemente beeinflussen sich nichtgegen-
seitig. Es wird hier unabhédngig differenziert und integriert.

Aufgabe: ) U, =5V C=2uF R=3kQ
{)=2 Au(4) t,=4ms t,=5ms




nuncsauforaauna auf eine Masche .

((H- TR L
) >
4

Der Strom muB sich so einstellen, daB zu jedem Zeitpunkt qgilt:

Ur +U,; =ult)

De uRaider Stromamplitude und UU" der Stromd&nderung ist,

muf zu jedevaeitpunkt die Summe proportional der aufaeprioten
Spannuna sein.
Welche Stromzeitfunktion, die als Wirkung von beiden BRauelementen

beeinfluBt wird, kann die Forderungen ausaleichen ?

L% + R-if) & (4)
Strom&énderuno + Stromamplitude Smannunoseinprdaquna
Ein Sreicherelement in einer Masqhe fiihrt zur Differentialgleichunco

N

1. Ordnunco, wobel die St8rfunktion (rechte Seite) nur die Anrecuna
ist.
l. Beisviel

A(d r 1<¢&=0 =>1;=%‘ Gleichstromvercancenheit
r {>¢-0=p l{)<2

MaschenkurzschlupR  favr 20
L % rRit) =0
Homogene Dgl 1, Ordnung Grafische Darstellung

e R _
;Fz t / ((f') = Cﬁ

Die Steigung ist negativ

und proportional der Amplitude ) \\\:=>

Welche Zeitfunktion i(t) erfdllt dies ?



Konstruktion: {( .
Bei Vorcabe einer Anfangsbedingunc{h=t(ﬁﬂ _ _"__ﬁ(kl
eraibt sich der Anfanasnunkt : i) - —. \\_.__ ..:i,?,~

D AR

' Ny

.....

\’5\7

Die Dgl 1. Ordnuna bestimmt ein Richtungsfeld.
Die L&sungen sind Kurvenscharen, die von einem Parameter 9~

- die Steiguna - abhdncen.

Rechnuno:

Trennunag der Variablen:

Parameter fiir die Kurvenschar:

Daraus erhlt man eine Xurve,

wenn cdie Anfangslkedingung

gegeben ist:

Ldsung flir den Rusaleichsvorganz:

4,

T 'y
. ~Lik® k* -7
(=2 =
. -t
(= K-eT
-9
T

L= ilh=0)= k.o
30 = K

Dasz Svstemr «ird sich selbst iiterlassen.

. U
E

-L
[((-co)* ((¢>0)=3,-e ™

S~



1.5 Stromaufpriocung auf einen Xnoten .
ilt>0)=m+*

"(Hé ('TL RZ/A(U:Z : S—.

C-Zf du 4 Lo uld) = i)

Spannungsénderung + Spannungsamnlitude ~v/ Stromeinmprigung

Ein Speicherelement an einem Xnoten filhrt zur Dal 1. Ordnung,
wobeil die Stdrfunktion (rechte Seite) nur die Anregung ist.

ecun mehrerer Masc die ein Sveicherelem enthalten.
=¢ ul{>o)=m-+¢
> /
lqu R1 '1'7 i > 4
T M(u.—a.R,+¢f(;c/é du -, Y-S
I[ %/L;C/é:(l\-(‘q)‘-/?z
Ff‘Rz'C'gf 4-{724*21)"\4}'_“ E/'_' +’“(LL/

Ein Speicherelement in einem_Netzwerk mit mehreren Maschen fihrt
zu einer Dol 1. Ordnuna, wobei die St8rfunktion (rechte Seite)

die Anrecunoc und deren Ableitunc ist.

Bedinocung: Die Anrecung muf differenzierbar sein !

1.7 Anrecunc einer Masche, die mehrere Speicherelemente enth&lt.

b L iR+ g/zw = ult)

Al [0 ¢ de, 4 _o(u
L [_ éﬁﬁé + 72 57£<+ (&O

daf zu jedem Zeitounkt die

Der Strom muBR sich so einstellen,
Kriimmung des Stromzeitverlaufs und die Stromdnderunc und die

Stromamplitude provortional der aufcevr&aten Spannunosénderunc

ist.
Zwei unterschiedliche Speicherelemente in einer Masche filhren zu

einer Dgl 2. Ordnunc, wobei die St8rfunktion (rechte Seite) die

Ableitung der Anregunc ist.
Bedinocunco: Die Anregunc muR differenzierbar sein.

Die Wirkunocen an den Rauelementen beeinflussen sich gegenseitig.

DPies bedingt L¥sung von Differentialgleichunc,




1.9

1.8 Anrequnq mehrerer Maschen mit mehreren Speicherelementen.

=% T « [{#=¢-Rq C'/Q1\Cl{

ald) Jé 1'-/!-" | Cl I %/M{{ (4 ~ia) Rz+i‘/(l ~(r)dl¥

CC RaR, d¥ GR; 7. dd LoGRe dy , du
Catn i *[72"&012]4& +C’, i(8)- Gk c+c 4

az~d‘ +a,-ié- + a,-i(t) =b,

o t* b?

=r(t)

2 clz“ dt

Zwel Speicherelemente in zwei Maschen filhren zu einer Dgl
2. Ordnung, wobei die Stdrfunktion (rechte Seite) die erste und

zweite Ableitung der Anregqung ist.
Bedingung: Die Anregung muf zweimal differenzierbar sein.

Allcemein erh&lt man bei der Anregung allgémeiner Netze mit
konzentrierten Baﬁelementen C/

awé;—,‘:‘t--,—-waq'ﬁ(j +a, )= T +571f*6 ullf=r.
eine lineare Dgl n.ter Ordnung mit konstanten positiven Xoeffi-

zienten.

Die L&sung ist sehr aufwendia, da auf der rechten Seite die
Stdrfunktion r(t) nicht nur aus der Anrequng u(t) besteht,
sondern auch aus deren Ableitungen.

Es miissen die Anfangswerte vorgegében sein:

" d™3 di /L)
Z%n-q/llo d{h'—l 'lo d{ /ll l/

Jde nach Art der Schaltunc k6nnen die Anfangswerte abh#ngig

voneinander sein.



57‘ 1.2

1.2 Systemfreguenzfunktionen
(Hilfsmitfel zur Systemanalyse)

1.2.1 Freguenzgang bei sinusfdrmiger Anregung

Vierpcle,die aus linearen Bauelementen aufgebaut s;nd; lassen sich
durch Differentialgleichungen'mit konstanten Koeffizienten beschreiber
Sinusfdrmige Anregung (Stdrfunktion): u,(t) = U;-cos (wt) '
fiilhrt zur sinusfdérmigen Wirkung derselben Freocuenz: uz(t) = Uz-cos wi-
Die Losung der Dgl liefert U:2 und ¢, .

Diese L&sung kann beguemer gefunden werden, wenn fiir die Anregunc der
komplexe Zeitaugenklickswert: u, (t) = gl.elw'é = U, e}tp,. Jwt
und flr die Wirkung: ” u, (t) = Uz'e’“ﬁ = U," e’z e’“ﬂ
angesetzt wird.

Beispiel: RC-TiefpaB RC- uz U, =
: 2

}u{ J\Jf‘_ jw‘f
‘1 e =,

jw . _L_/Z-?C.:ﬂ
Jwt 1 LU Jt

a - u 'QJ’?Z _ 4 . U °£’_J¢4
= 2 4] WRC 1
u, ~ 4,
Proportionalititsfaktor: Ubertragungsorozef =o2SCENngszelder = [, ))=:
: Fingancszeiger —_ {

ist zeitinvariant:
Den Empfangszeiger erh&lt man durch Multiplikation des Frecuenzgangs

mit den Senuezelcer : : U, = Flw) U

Der Frecuenzgan'g:A ' F@}:F{w}. Jblw) h:ar - 4 ==
- +jw-

beinhaltet den zeitinvarianten Teil der Svstemreaktion bei sf\jusfdrmic

Anregunc.



= —
Mit dem Amplitudengang: Flw) = f?:?:;i???zﬂ
erhilt man die Amplitude: Uy = Fe)- U,
Mit dem Phasengang: ‘ b(w) = - arc tan (v-RC)

erhilt man die Phase: @, = blw)+%

der sinusfdrmigen Ausgangszeitfunktion fir jede beliebige anregende

Kreisfreguenz: w . v
Am Verlauf des Amplitudenganges erkennt man die Ubertragungseigenschaf

"Tiefpanirkung !
e . 4 bw) .
41 _
E -—\ i Wa . wz
i~ RC T Tl
_‘z#._ = S

Systemreaktion im Zeitbereich:

4 W
1 “e w? //“4&) “ ¢ /,U.qé)

A A A B
A4

7ysammenfassung:

Der Frequenzgeng beschreibt in Kurzfassung die Wirkung der Schaltung bei sinusf,
Anregung. Hierbwird die L8sung der inhomogenen DGL (gesuchte Systemreaktion) zur
Lésung einer algebraischen Zeiger-Gleichung.,

Die Aufstellung der inhomcg. OGL bei der Analyse der Schaltung kann auch
vermieden werden, wenn: ‘

-- die Bauelemente durch komplexe Widerstdnde ersetzt werden,

-- die reellen Zeitfunktionen in den Kirchhoff  schen Gleichdngen durch komplexe

Zeiger ersetzt werden.



.CL/ 4'6

Die Systemfreque

nzfunktion 1ld8t sich bei'gegepenerchhaltung durch
Einfiihren des komplexen Widerstandes unter Verwendung der Rechen-
regeln fiir komplexe Zahlen leicht finden.

Beispiele: ity , — 'Vﬁixf -
ety T ' g
Z 772 =g i
2, A \ 7  jw R
=_-=_L—— = - =2 = Lt_i_,_-———
fw) 2.t 24 A+ RC E(“")"j-. t22 A+ RC
\ — W ' . ‘ . & o
by, W& .
T3 : P .
o w . - P
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2. Laplace-Transformation

2.1 ZTransformation vdn Zeitfunktionen ix

© Funktionsbegriff: 16 1
Eine Vorschrift, die jeder Zahl t

nur eine neue Zahl x zuordnet,

L4

nennt man Funktiono fl. y ' 2 ] 3 | | 8+
iuordnung: x| o_l 7 l 7 l 9‘1'46 l 4t
orschrift: 72
x= ) =1 -

Funktionaltransformation: Z %
Eine Vorschrift, die jeder Funktion x = f(t) in einem Intervall

n .
a _4{ £ b eine Zahl y zuordnet, nennt man Funktionaltransformation T.
Vorschrift: y = T[xj
Die "Zahl"y liegt im Bildraum.Grundgedanke: Alle Funktionen x sollen ‘durch

die Funktionaltransformation im Bildraum'als unterscheidbare "Zahlen” erscheinen.

2.2 Integraltransformation .
Die Objektfunktion (Originalfunktion) x = £(t)

wird Uber die Vorschrift T = RN
als 'zahl'y im Bildbereich darstellt. y = T[x] -_-f[f{fyd{
(o]
“Vorteil: Der gesamte Funktionsverlauf in einem Zeitintervall [l

wird durch seinen Fldchenwert charakterisiert.
1. Beispiel: Eine Geradenfunktion xI(t) mit bestimmter Steigung m
Objektfunktion: ~ im Bildbereich: eine'zahl' Yy

Y b
v [ImdJdi= 2[5oar]

u b ¢ ‘
Alle Geradenfunktionen x(t) mit beliebigen Steigungen m
Objektfunktionen: im Bildbereich: eine best.Funkt. j&(m)

Yr =[%'—°3} m

4>m

—f’1

2 a2
Geradenschar im Intervall[a,b] wird als Gerade mit Steigung[ ]
mit einem Parameter m im Bildbereich abgebildet.

im Objektbereich



2. Beispiel: Eine Konstante :&(t) mit einem bestimm;gn Wert k
Objektfunktion: im Bildbereich: eine Zahl Y

Xg(t)
W—_—\‘lﬁ/' = [[K] ot '[b 'a] K
N\

Alle Objektfunktionen x(t) mit beliebigen Xonstanten k

Objektfunktionen: im Bildbereich:_ eine best. Funkt. y(k)
§ xg(t)= K Yy =lb-0].
OQ—»o
+ $ — —
ﬁ a b t k
Konstantenschar im wird als Gerade mit der Steiguna [_/)-4_7

Intervall adt{b mit einem im Bildbereich abgebildet.
Parameter k im Objektbereich

Objektfunktionsklassen im selben Zeitintervall agtgb werden
im Bildbereich durch unterschiedliche Funktionen dargestellt.
1. und 2. Beispiel: \/—(k’

\/I(m)

» Kk
m

Man erhdlt so eine(eindeutige)luordnung von Objektfunktionen zu

einzelnen Bildpunkten.

Das funktioniert hier nicht fir das Zeitintervall: a = 0L t(b =@
da: V= yr=00 wiirde.

Um eine Objektfunktlon f(t) im gesamten Zeitintervall [O 00]

als zahl im Bildbereich darstellen zu kSnnen, muB8 das

Integralgf ﬂ{)/d{(wexistleren

D.h. nicht alle f(t) kBnnen transformiert werden



2,3 Integr'a'ltransformation mit Ddmpfungsfaktor als Kern.
Die Objektfunkdf':ion f(t) wird mit einem"Démpfungsfaktor"mu~lti-

pliziert: e’ P
Die Fliche unter dieser neuen Funktion: fb(t) = f(t)+-€

ist dann im ganzen Zeitintefvallmmjendlich !

(Das uneigentliche Integral ist konvergent).

Voraussetzung: f(t) =0 fiir (t)< 0, damit "démpfen" kann !
1, Beispiel: '
Objektfunktion: . modifizierte Obj{.ektfunktio'n: im Bildbereich:
-60 4
f)=m-t.e ¥ (6)=m-Fe
=
a=0 b—bm; ¢ ! o
2. Beispiel:
Objektfunktion: modifizierte;?%bjek"tfunktj.on} . im Bildbereich:
Ixg L =k.€" Yp6)=k: %

¢

a=o0 b~

« - _6+
Abhlingig von dem Parameter 6 im "Démpfungsfaktor" e

der auch Xern (G,t) genannt wird, kann eine Objekt‘funktions.-
klasse f(t), die Null ist fir t<O, '

fiir das gesamte Zeitintervall[o,ooj

im Bildbereich in eine Bildfunktion y = Fy (G)

transformiert werden.

F, () ::f Kern(61) l&/aﬁ
0 Xern Objektfkt.
—

mod. Objektfkt.

Bildfunktion = Transformationsergebnis

F, () o—0 {,(%)



2.4

2.4 Integraltransformation mit ged&mpfter Schwinqung als Kern
Objektfunktion: modifizierte Objektfunktion

| = k-6t sinlw-t)
o=k ik sinl-t)

.

Bildbereich: i Fb(g’)w)zkz)%)m

Tabelle:

s%lo,00 0,05 0,1 0,2 0,5 1 2 5
1,00,00 0,05 0,1 n,2 0,4 0,5 0,4 0,2 :
o,1}1,0 4,0 5,0 4,0 1,9 1,0 0,5 0,2
5_0 04 0,2 0,4 0,7 1,0 0,8 0,5 0,2
,0l0,002 o, 01 0,02 0,05 0,1 0,2 0,25 0,17
,2lo,25 1,2 2,0 2,5 "1,7. 1,0 0,5 0,2




2.5

2,5 Integraltransformation mit komplexem Kern.

-pt —(G+jw)t
Kern (p, t)=¢ =e . Drehstrecker)

oQ

00 -~}
Diese Infegraltransfomation: f-b(E) =JKern(p,t} --F(t)dt=[F[t)' e Ryt =].&(ﬁ) c(é
o 14 =} .

einfachere Schreibweise: Flp) = x{ f([‘)} = /?[f)-e.-ptdé
©

nennt man Laplace-Transformation.
—E-—-————-——____________—

Voraussetzung f(t< 0} = 0

Mit dieser Funktionaltransformation kann man Differentialgleichun-
gen im Bildbereich direkt nach der unbekannten gesuchten Wirkuna
aufldsen. |

Vorteil der Transformation:

~Zeitfunktionen, deren Au genblickswerte oft wenig Zusammenhana
aufweisen (Sprungfunktion), werden durch die Transformation stetige

Funktionen, deren Werte klaren Gesetzm&BéiogkeifeEf unterworfen sind.

Existiert das Integral: f¥({) .ep‘c[{(oc

so sagt man, es ist konvergent. °

Existiert sogar: : 0/72{()" e—ﬁd{ -':/7,?6[)/'8-6'?{400

SO nennt man es absolut konvergent.
Der dafiir notwendige Xonvergenzbereich fiir p wird nachfolgend

angegeben.
F(p) ist im absoluten Xonveraenzbereicl. eine holomorphe Funktion,

d.h. komplex differenzierbar.
Der Xonvergenzbereich garantiert flir eine beliebige Zeitfunktion

f(t) die Existenz einer Laplace-Transformierten F(p).

Die Zeitfunktion f<t> wird im Bildbereich durch die sie kenn-

zeichnende '"Zahl" F dargestellt.

F ist "des Pudels Kern" von f(t)




2.6 Die Laplace-Transformierte.
Berechnung einiger Bildfunktionen. (Kennzeichnende "Zahl” von f(t) )

2.6.1 Sprungfunktion: Korrespondenz: K o——e K. ‘)%

] _ (Zuordnung) ol —p‘z‘ ©
o) =Kk Fi=2{ = [loe "t =3 "/
K- - -
=4k [ e o et 0]
1 4.
2.6.2 Rampe: Korrespondenz: m- f O—e m- '41

C

! fa'>0)=m-‘£ F(Pj x[ffé[)}-/m te 2::/{— _'%%:JZ
. S [ pengy s

] 2 = - 7}2
2.6.3 Exponentialfunktion: X ot 1
.6. Xponen 3: “un on: orrespondenz: K e O———OV\ -}5—§ ) .
Lo =K-e (&-p)-¢
‘(c)— ). J~p}0
) L =< [ e( J
Té —
= K- p-
Bewd er L(\:«.% T LA —Dz‘r;.c- Sfo?B: | ._‘.'._"

Der Verlauf der StoB-"Funktion" ist nicht als Formel gegeben,

Es sind nur zwei Werte dieser "Funktion” bekannt:

}(£)= {CZO L£dr -0ltL+0

. e Soung 4
Fir die Fliche unter cder "Funktion" gilt: /J({-)O[{_.:: 1 [itmensions /OSJ
-— 0

D.h, die "Funktion” 'Jf({} ist Uber ihr Integral definiert.
Die Dimension der "Funktion"” ist somit: [}],wenn die unabhéngige Variable/
die Zeit t,die Dimension [s Jhat.
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2.6.4 Dirac-StoB: Korrespondenz: d(f) o—s 4
A 0o flir $=0 KJ(Ho—-—oK
““” -, firtso Fo)= gl g~ S 007t
| " -—_0[4-%‘} tO/.MH-e’
= 4 + 06 =1
(Erklgrung in 4.3.3.1 )
2.6.5 Sinusfunktion: Korrespondenz: k-sz'n{w'{)o——-'—pl:—:‘-)w%o—

i _ .
{0 =k Sin(i) Flp)= g{f{g Jk Sinlogt)- e c[z‘

+K 1t
—f \ [ . p2+w7~ [p Sin(Ly t)- 0y oSl z‘]/
! pz+w2 [e*p {- o SEN (L, R) =, CoSlinse
_eh? p-sin st} oo cos(w O)ﬂ
Kl
p2+¢:’2. | K-
2.6.6 Kosinusfunktion: Xorrespondenz: K- (0S(Wyd) O— E%?
f {({>o)=‘L<-(os{wo{) Flp) =3{ f{z‘)} = / K-St )€ P a/f
) | ‘;ffpz [p Coslioet) # Lo 5"”/“01‘27/
————— ... —— e __.__.-‘z |
&} | =p2;+<£o"~ [ % (- praasliogoo) #ssinlan e
- e“P'O-(—p‘cos(ca,,-o)+wo~sfn(woﬂz)
_ _kp



2.7 Rechenregeln.

2.7.1 Gewdthnliche Differentiation im Zg;;nggiﬁgz’
Voraussetzung: f(t>» 0O)differenzierbar ‘I

A\
und stetig, d.h. keine Spriinge ! #0)\/’ -
f(t =0) kann Sprunastellen aufweisen.

Pl = 448 fir 10 .sf{z’mj -/ 7t &t e .
Pt 7 76’// S e

Wenn: vl('m 1t)-e
'l
lfxzcjgiu Y ndlich}ist - "ﬂ;o/'*/"‘f{ﬂ{}j"/"'ﬂf}’/ﬁm
Beispiele:
Es war: X{[{[)} :F(P):—% ‘f({‘ = {
L(+0) =0 /f'(#
Es folgt: :f[f/[{)_?‘p F{p) fﬁO) | { :
—P p2 0= %
Es ist: X[f(t‘)} =i md)+&ln] 40 =mt+n
= ll_ 4--%}
Es folat: z[f,[{}] p[ -n - -~ - _ f’({}
'ﬂ- 13
aber: es war: X[/{{)}z k_f) Jf({wh k
- fw) = |
Es folagt: | i[f’({d-‘fp“g -
=0 7

d.h. der Dirac-Stof bei t =*0 kann nicht erfaBt werden,

sondern nur fir t> 0 !
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2.7.2 Allgemeine Differentiation im Zeitbereich,
Voraussetzung: f(t> O) kann Sprunastellen aufweisen.

J(6) = (&) +[a f]-51¢)

mit Sprung =ohne Sorung + Sprunghtthe ¥ Finheitsspruna

J)= 0+ [Jlro)-{ o) I) W

Lt Lo peo) 200 _
< p- Ap-fe0) + [ feo)-Jl0]]- 1 O /

Y4 = p-Flp)~ £ 0) A
© Setze fir L(t)-—"(t) und fiir f-‘(t)_>f(t) =
so olgt

t{ Y] = p 21HE] - J-0)
=p+Lp Fp)-{(-0)]- 2 fto)

cf{f.;(t‘}=p -F(P)-p-fﬁ:()/ ’f(‘fU)

Vergangenheitswert # O
entspricht der Energie des technischen Systems.

Beispiel:

Es war: i{f&)} k _ Alf({): k

| f(o—o
Es folgt: }f{{({} pK~-0
= K

d.h. die Laplace-Transformierte des Dirac-StoBes kann bei t = O

{ fl=k .

P
:

erfaft werden.

Es'ﬁar:» i{ f(f)j: L(

fo) = .
" Es folot: i{f({)}: P k =0 o :2,
:‘%7'k' ., '

d.h. die Laplace-Transformierte des differenzierten Dirac-StroBes

existiert !



2.10

2-7.3 Integration im Zeitbereich.
Voraussetzung: Es existiert I{ﬂ{)} F(p)

f ) .=.f {(r)df = f{(r)d'r%(’{r)df ;’" £o)- ' / (—e0)+ //’(a—)a/r

Wenn: f‘”@mf: 0, d.h. weit draueen ist die Fnergie Null
und: f"(.o) endlich ist,

s pf f )= ¢ E0) - 0/ [/t € e

-ﬂﬁ%ﬂ mﬂy & Ydt
wenn:  [im € (/f[ﬁc/f =

t—»
s {47) = r{f"’mpi S pere”
Z{{”(H} F(p)'/“ ,e“’( 0)

Vergangenheitswert

Beispiel:

s M= ko {50k
Es sei: (0-4) ;/f(?’ 017 ko be[,‘ebig e ’ff{{)c{{
Es folot: j{/’p{’f)o[?}‘ d’,:, K '}{5*% Ko ) _';
K 4 4.4 !(‘D '
= ’PZ o p

Beispiel:
mit: j{é)=£ o— Flp) = L, 4 f JB)dt

£ 4 4 IO )=t
L R N
d.h.: Zi~¥2 /2_3 1

durch weitere Integrationen erhdélt man die Korrespondenzen:

k-1
4 o 1

T




2.7.4 Weitere Hilfssdtze.
2.7.4.1 Endwertsatz._
Existiert: lim f(t), so gilt: lim f(t) = 1lim p+F(p)

-l.--.oo t —& 00 P-—>0'
A {F(p) LR
I N 4 T\
__%/—-—//‘A ¢ 1 T - p —i i = P

2.7.4.2 Anfanagswertsatz. '
Existiert: lim f(t), so gilt: lim £(+0) = lim £(t) = lim p-F(p)
t—0 {—=0 p —a= 00
(L)
i : e

LF(p) | p-Flp)
fe) |

Nl

— e { e

*p
2.7.4.3 Asymptotisches Verhalten.

Ist f(t) frei von Dirac-St®Ben, so gilt: lim F(p) = O.
. pp —=0o

2.7.4.4 ZXhnlichkeitssatz.

Mit: f(tlo—eF(p), folgt: f{f{a-é}} =z F(Z)
]I(«U T/f(a-t‘)
. ~ - —

2.7.4.5 Verschiebunassatz.

ot
Mit: f(t)o—eF(p) ' folat: f{ f({~to)} —’-ep . F{P)
{t) - (t-1,)

E2NREE 7

to

t

2.7.4.6 Dimpfungssatz.

Mit: f£(t)Oo—F(p), folgt: Z{f({).e'ﬂ,-{} = F(Pﬁl;,)

8 J-ft

4

7



2.8 Lbsung der Differentialgleichuna im Bildbereich.
2.8.1 Differentialagleichung 1. Ordnuna: Beispiel 1.4

Lj{é + R = ult) (=1

Transformation in den ,uéﬂ
Bildbereich unter Anwen-
dung der Rechenregeln.

L P LR fitt} =3 L)}
L[ p- Hp)- i-0)J#R-Hp)= U(p)
3p) [p-L+R]T = Up)+L: o
| Fp) =,—2—f/;-L—[££(p) # /,?;z‘(—O)]

Gesuchte Wirkung (explizit) duBere innere

erhalten wir durch L8sung Anrequng Anregung durch die

der algebraischen Gleichuna Voraeschichte (hier:
im Bildbereich. : magnetisches Feld der
Das ist einfacher als die ' Spule % gespeichert:
L&sung der Dfferentialgleichung Energie).

im Originalbereich !

kennzeichnende kennz. Zahl kennz. Zahl kennz. Zahl
Zahl der = |der x|lder dusseren|4+|der inneren

Wirkung Schaltung Anregung Anregung

Hier: 3(P) = -—,R—zﬁ— X[ U(}O) + /- (~0) ]
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2.8.3 Inte'qro-Differentialcleichunqgn. Beispiel 1.7
. . /
L Ril)+F [il)dt =u@)

/ wly B
Transformation in den Bildbereich:

L[P 3lp)- t(°]+72 3[/0)+i[,o}()+i z (—o)] Uty

1.4 %0/
:ggzginq innere/:n;é{xctg;n%}

E(P) = P‘LiTZ*’l/pC'x[" L(()p) “ + Led€o) - —73 -/Jc("O)J

kennz. Zahl kennz. Zahl kennz. Zahl kennz. Zahl
der =|der x [{der dusseren{4|der gespeicherten
Wirkung 1 [Schaltung Anregung Energie _ v
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2.8.4 Energiefreies allaemeines Netzwerk. Beispiel 1.8

Es sind die Dgl und die it -
. Ny S
Integro-Dgl im Bildbereich R4 R~
.a(t‘//'

identisch, da die Anfangs- (a Z: C&T

bedingungen und die Anfangs- o
werte Null sind /
2~ u
a, -:é—lz;_ +Cl., +a l({/ é ﬁ‘f—

Transformation in den Bildbereich.
a, p 3(,0)+aqp Ip)+ Qo 3p) = by p* Z(//9)+/y p-Up)
;{p)_ P+ bap - Ulp)

a,p‘+a ‘Kt o
;(;0)- —2717—‘ U(P)

Flir energiefreie Zweipole gilt im Bildbereich:

Die Laplace-Transformierte der Anreguna U(p)

multipliziert mit dem "Wechselstrom-Leitwert" [wobei (juJ)-—’%p)]
eragibt die Laplace-Transformierte der Wirkung I(p).

D.h. die L8sung der Differentialgleichuna im Zeitbereich

| erscheint im Bildbereich als eine Multiplikation.

‘Beispiel
jsiehe Beispiel 1.6 bzw., 2.8,3 ) i&J ;?7
OS2 |7 /
Schaltung: '

. [ R
kennzeichnede Zahl %(Lu ) = 7éq.+_ z?z :
der Schaltung: - 1+ 570 CR,

2(p) - Ry+ —Re
(o KK = ’9‘(“E}
1 - A+pl R,
2(p) R+ B+ p('R,R,
kennzeichnende Zahl
I(p) - z}(,,; Uy

der Wirkung ;
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1.2.3 bertragungsfunktion bei Sprunganregung

ES werden die Rechenregeln der Laplace-Transformation auf die das
System beschreibende Dgl angewendet. .
Beispiel: RC-Tiefpa{S R'C'A:l,_ oAU, = A,
pRC-U(p) + -U,_(p) = U.(p) '
Uy (p)= “; = l(p)
U (p)~ U, (p)

“ Ausgangsfunktion LQ@#
.t = = =
Proportionalitatsfékto;. Ybertragungsprozesf Eincangsfunktion )-/

ist zeitinvariant: :

Die tibertragungsfunktion F(p) ist identisch mit dem transformierten
Fregquenzgang F(jw: p) . falls keine Anfangsbedingungen zu bericksichtigen sind.

Die Laplace-Transformierte der Empfangszeitfunktion erh&lt man durch
Multiplikation des transformierten Frequenzgangs F(jw = p) mit der
Laplace-Transformierten der. Sendezeitfunktion:

Ly(p)= F(p) Ulp)

L)) = Fp) - L waltl]

Sonderfall: Sendezeitsignal ist der Sprung:
aia¥l2 8 (#) 0—

4
}0
A&l = Fo) -j;

Nachtejil: Falls der Freouenzgand nicht als Formel F(w) vorliect,

sondern als Messung, aufceteilt in Betrag F (W) und Phase b (W) .
so laBt sich nicht direkt F(p) bestimmen
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2.8.5 ‘Allgemeines Netzwerk mit gespeicherter Energie
Fir die linsaren Bauelemente galten die Beziehungen: _
Im Zeitbereich fir t>o : Co Ersatzschaltung im Bildbereich:
l((} o 30’) Es kann keine

el. Ernergie

ﬂfb'/ | R U¢]j R gespeich.ert

! werden!
wlt]= R i({'/ O— Up)=1R- 3()9)
‘”/ '?(P) Das el. Feld zum
A 1 Zeitpunkt t=-0
M{}J = M/ :"L pC wirkt wie eine
’ / d -0) Glefgpannungs-

' uelle flir 0

(~1
a(/ —/l(ﬂe/‘:" O—e L/(P/.:___.}oo)*~_ c’F:)/
=PLC,~}(V}+ _“;;(;0/
‘.ﬁ‘/ : 3()0) Das meg. Feld zum
Zeitpunkt t=-0
le L L{fy p[ ;(-0) wirkt wie eine
; | . N, J‘F— Stromguelle fir t)0

wltl=L & o W)=l -[p-Fp)-i-0)]
=pLl 3p) - 4L2]

Die speicherfi&higen Bauelemente in allg, Netzwerken wercen fir t>0 im Bild-
bereich durch die entsprechenden Ersatzschaltungen in der allg. Netzwerk-
struktur dargestellt. Die gesuchte Ursache- Wirkungsbeziehung im Bildbereich
188t sich dann mit dem Gedanken: Anwendung der Kirchhoffschen Gleichungen
im Widerstandsnetzwerk leichtfinden.

So umgeht man das Aufstellen und die Laplace-Transformation der Integro-Dgl.

eines Netzwerkes!

Beispiel 1.8 im Zeitbereich flir t>0 Ersatzschaltung im Bildbereich
] Ra 2, Hpl R, 3
AL — o——1"7 17 ,

7 77 Liz
G I% 7 e S B
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2.9 Partialbruchzerlecuna,
Bei Netzwerken mit konzentrierten Bauelementen erhalten wir eine

Differéntialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Durch Anwendung der Laplace-Transformation erhalten wir im Bilé-

bereich eine gebrochen rationale Funktion in p.

(Bei einfachen Anregunaen)
F(P}.: G{p) = bm'p +hm-q- }9 'f' “"‘/‘ba')o*éo <N
Mp) A p"+8nq-p T4 r QP A

Es miissen die Nullstellen Py --"Pq (Pole von F(p)) gefunden werden.

2.9,1 Bildfunktion mit einfachen Polen.

. Glo) _ Glp)
FO- Wl = Totop) Goopi ) opn)

Partialbruchzerlequno

[
= Ay ... ... Ap o Ax
Flpl = P p t TRt + 5 ‘; =

Koeffizientenbestimmuna falls Z&hler und Nenner unterschiedliche
Nullstellunc haben. (keine Anreocunc mit Eigenwerten !).

llEntweder: Ak = F(p) » (p —pk)/
| P=Px
oder: Ak = -?ﬁﬁ)—
Pl
oder: Koeffizientenveraleich

2.9.2 Bildfunktion mit mehrfachen Polen.

Fip)- G0 _ _Glp)
Mp)  Gmlpp-Po)”

Partialbruchzerlegunga:

Elp) = B2 . B
P = e (e

Koeffizientenbestimmunc:

h-k
Entweder: ”BK :(nfk)/ : C{ /(/9 Poo) F(P)]/

oder: Koeffizientenvergleich.
2.9.3 PBildfunktion mit mgn
. = ; 2 m-
Ansatz: F(p) Partialbruchzerlegung + Cn + Cn+l-p + Cn+2-p ...Cmap

m

Partialbruchzerlegung +/ Cj'pj_n

j=n
C.: erhdlt man durch Yoef‘lzlentenverglelcb
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2.10 Riicktransformation in den Zeitbereich

2.10.1 L&sung bei gegebener Partialbruchzerlegqung

Liegt die Wirkung im Bildbereich als Partialbruchzerlegung oder in
einfachen Briichen vor (d.h, Wirkung von Netzwerken aus konzentrierten

- Bauelementen mit einfacher Anregung), so lassen sich mit der Korrespondenz-
liste ( 2,10.3) die den einfachen Briichen entsprechenden Teilwirkungen
im Zeitbereich ablesen. Die Gesamtwirkung im Zeitbereich ist die Super-

position dieser Teilwirkungen.,

3. Beispiel (Tafel) 2.8.1 I(p)-U‘C'-,’ ‘u°—%—
. Beispie afe .8, = U, =
Fﬁ'fj | R pt&er
Korrespondenz: /(,ep‘. O0—e ‘Pi—fa
1
; f£4 . U .
mit dem Koeffizientenveragleich: L(:_R_o -p, = O
erhilt man die L¥sung: | [‘({>0) = %o .e‘ %3
Sprungantwort, z.B. 2.9.3: p ¢
R . . L L,
L6sung im Bildbereich: I(p) = =<2 + —m ¢+
4‘R p' 1 2
_ t
Riicktransformation: i(t) = A., . eﬂ, +(, J({)
U, .
u ¢
4R

2.10.2 Ldsunag mit dem komplexen Umkehrintegral

6’1‘).00 p.{
4 ]
£(t) = — Flp)e d ur >0
27 é(ﬂo 4’ P /

einfacher: f(t) = f RK (f)
k=1

Residuensatz von Cauchy,
falls F(p) n Polstellen hat:

n . Pt
£(t) = Z Limn /F//?/‘@ '/P'}”k)]

w=n P P«
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2.11 Systemreaktionen (einige Beispiele)
(4}“-2 R4 :1.0.

Sprunganregung zum Beispiel 1.6;:
. °
Netzwerk ohne Energie =3y C[=1F zH'/

Mit 2.8. ( Beispiel) folgt
fir die Wirkung im Bildbereich:

Fir t>0: }(P) R.

J —f-
Ersatzschaltung y '4 -Z

im Bildbereich:

A+ p(CRe U,
SRRt pCRR, P

U,

Zerlegen in einfache Briiche: = R E IZ +_ +¥ 2
( nicht unbedingt in Partial- C/ Rz' }0 (’O CRr, ! ) 1 P C &
briche )
4 -—
- %'"———E'*7"—*L?* [As]

k7(ﬁ7+‘z.) ‘/9+ >

Vergleich mit der 4 1 ( tRhRe————
L ] - 4 —

Korrespondenzliste: l [9 ﬁ? rQ } k? ’97

O |
(G- V\«‘é"[e,p’{: 7]*Kz'ep

- -2 -4,
Sle 2517+ 7.0 * %

h

| _2¢ -
((¢50)= +§2—‘ez/5 [ A]

4
3



Integrale trlgonometr!scher Funktionen®
Inteprale, die die Sinusfunktion enthalten

274. fsin azdzy = — -1— cos az.
a

v

1
275. fsinzax di = —f z = g7 sin2az.

. 1
276, fsm’az dz =~ ~ cosaz+ L cosd az,
a 3a

277. fsln‘azdz = %z - L nzaz 4

ia 324 sin 4az.

Inlegrale, die die Kosinusfunktion enthalten
313. fcoe azdz = % sinaz.

a 1 1
314, j coslazdz = ?z-f- ‘478111 2az.

3815. fcos3azdz= —l—sln az — lensaz.
a 3a

-

3 1 1
. 4 = —— — 8 — .
316. fcoe azdz 8 z+ y sin 2g2 + 3255“1 4az

cos™ lgzsings 4ol

fcm”" azdz.
na n

317. fcog" azdzx =

cosaz zslnaz
+ .

318. fzcosazd:c o=
a® a

2z z2 2
319.fz’coeaxdz-=—cosaz+ — — —|sinaz.
al a a3
Integrale von Ezponentialfunktionen

1 .
447, fe” dz = = ez,

ea:c
448. fze“‘ dz = — (az—1).
a

22 2z 2
449, fzzeaxdz_—_ea-l' (... - 4 _) .
G a? g3

450. fz"e‘” dz = %z"e“"'-— alfz"“e""’dz.

eaz az (az)? (az)3
5 —_— =
451. z dz l“z+1~1~| 221 3.3

s

A 1 ed* et ‘
452.f?-dz=n_1(—;-n—_—1-+asz_sz) (n % 1),

453 f 2z _ 1, ‘
. e n .
1+e’2 g 14ca%

dz z 1
454.f = — — — In (b + ce8%),
b+ced® abd ( +.c )



Ausgleichsvorgang zum Beispiel 1.5:

Netzwerk mit Energie.
Berechnung des Anfangswertes

Ersatzschaltung bei stationdrer Anregung

Fir t<0:
im Zeitbereich:
2,
D g ’?g /uo/- SRRV
Fir t0: Ersatzschaltung im Bildbereich:
i 4
— Cl
/ P
['W U? /,u(-o)
R _
Ul s ————- Ll
<+ pc P
A
Zerlegung in einfache Briche: = 7 -,AJCG-O‘)
Pt e
= £ . ._JZL___
3 p+
A ) A1
Vergleich mit der L{QO}=: L<'4 ]2 - P4
Korrespondenzliste: \ T
O P4
/{l(f}: krr‘z

-t -
4((1‘?0):-32-. e % Z\/j

Ersatzschaltungen (unabh&nhig von Zeit- bzw, Bildbereich) sind grafische
Darstellungen von Gleichungen im Zeit- bzw., Bildbereich. Die Darstellung

orientierdsich an der technischen Problemstellung.



Anwendung der Grenzwertsdtze ( 2.7.4 ) bei Sprunganregund

- bei Netzwerken ohne gespeicherter Energie:

F(p) = I(p) =Zl(o)-U(p) U(p):%o.

U - .
orF(p) = prY(ph—e = U Y (r)

F(p) = U(o) = 2(p)*I(p) I(p)=Ze

I - s
«F(n) peZ(e)r—e = I/ 2 (o)

i(t—=m=1_Y(p—=0)

Endwertsatz
u(t—e®)= Io° 2 (p—=0)
i(t=+0)= UO- V(p—e00) °

Anfangswertsatz -
u(t=+0)= I » Z (p—00) '

Beisgiel:
c L]/ R =40
l— 7—<'z=252
7\’,/—:/250/
z(p —=0) = R, Yip —0) = %

Z(P 00) 72,,4"22_ \/P

SrannungssnNrunag:

((t=+0)

"

Stromsprung:

(1 —=0) =

Lo
v
()= Y- L[]

alt=+0) = JA-" - £ [v]
EN
A

:j_./..i
Ra R

2.

24




3. Fourier-Reihe

3.1 Approximation von MeBpunkten durch eine Funktion
Sind zwei MeBpunkte gegeben (u1 (tl), u, (tz)), M(E)
so ist die einfachste Funktion, die “
durch diese Punkte geht, eine Gerade

u (t) = ait + ag- _

Beim Ansatz dieser linearen Interpolation .

2
4,

erhdlt man die zweil Unbekannten ay, 2,
durch Auflbsen der zwei Bestimmunas- .
gleichunqenf ul(tl) = al-t1 + aq

nach den Koeffizienten a;r ag- u2(t2) = a,;'t, + a,

Sind drei MeBSpunkte gegeben, :
AL -+
so erh&lt man als einfachste “g t/r,/’//‘*-_‘
M, -
Verbindungskurve eine Parabel

_ 2
u(t) = a > t° + a, - t + ao.

Beim Ansatz dieser gquadratischen ' + - -
Intervolation erhdlt man die drei ‘

Unbekannten Ay, &y @, durch Auf- 5

l6sen der drei Bestimmungsgleichuncen: ul(tl) = a,: t1 + a,* tl + ac

u,(t,) = a, - t," + a;* t, + a

N

a

nach den Koeffizienten ay, a u3(t3) = a, " t3 + a - t3 + ac

1’ 70°

Sind n MefRpunkte vorgegeben, so cgeht das Polynom (n - 1)-ten Grades

u(t) = a o t + a

durch die n MeBpunkte, falls die n Bestimmungsgleichuncen nach

den n Koeffizienten a__,, &, _5s «+--- ayr 2y
aufgelsst werden.



3.2 Avproximation einer Funktion £(£)

Jurch eine NI fonkti ()

Mit dem o.a. Verfahren kann man durch
Festlegen von Stiitzstellen fn (tn) auf

der Funktion f(t) die Niherungsfunktion
o(t) als Polynom (n-1)-ten Grades finden.
Problem: Die Funktionen sind an den
Stiitzstellen identisch, k&nnen aber durch
die Wahl der Stiitzstellen stark voneinander
abweichen. ‘ Fehler: TF(t) = £(t) - a(t)

"‘q *L ’és f'

Beschrink+ man sich auf das Intervall O<t<T,
so kann men als Abweichuncsmafzahl den '

T
mittleren Fehler definieren: r—y 1
F = i
(kennz. Zahl der Fehlerfunktion) . T-0 J[‘ /‘4} 369]6/{
F (¢)

bessere MaBzahl: mittleres Fehlerquadrat: 2 T
(kennz. Zahl der Fehlerquadratfunktion) ;E =—1—1[F(1‘}_72;:{f
| T=0
o

Wie muB g(t) gewihlt werden, damit T2 zum Minimmm wird ?

. ”
Ansatz: a(t) = 2, gl(t)-b-az-gz.(t)-»...an- gn{t)=Z a\,-j\,&)
: =1
d.h.: F° (a a ) soll Minimum werden.

: =2 =2 2
Partielle Differentiation: ?}_F_ =0 _%_E ) ST JF_o
V Qa Qg aaﬂ

allogemein fir die v -te partielle Differentiation:

LB L[ L[ rpws - 22 T 98] 254 o

C)Qo 3“0.9

. ) .

folat: C)Fz - - %2 o/[{é)-gﬁ‘}]?;,é‘}ol{' =l (}




3.3

. - _
d.h. es muB gelten: of&é).?v )OH' 3/[14)5\!61)°{{

o/?mﬁh‘h ---'- + C“"j\"ﬂ'}* c-e- 4an‘3n6‘)]~3 vé‘}alf :/}(4/9‘,(%&

Da es n partielle Differentiationen gibt, erhdlt man n Gleichuncen
fiilr die n Unbekannten ayr a2, ..... a, falls die Hilfsfunktionen
gy (), gy (), «enn g9, (t) gegeben sind!

Sie sind so zu widhlen, daB das Gleichungssystem einfach zu lvfjsen
ist.

7- ' . .
Es sollen orthogonale Funktionen sein: /316‘)9,,6‘) o[{’ =0 {ur (¥V
o ,

Das Gleichunassystem vereinfacht sich

zu n einfachen Gleichungen: /’av%vél)?qé) J{L =//4)0%(4/o[2‘

damit erhdlt man die Unbekairmten: Cy T .
die nur von "ihrer" Hilfsfunktion g (t) Civ = oj [4)3"#}5/'{

abhéngen. g —o,/T[goGL/]za[{




3.4

3.3 Approximation einer periodischen Funktion {6‘} = [{t‘ +/—}

1@

Die Hilfsfunktionen miissen ebenfalls
" periodisch sein.

| cintswet) T T
Orthogonale Hilfsfunktionen: q, @): { n °
COS(V.(,;.-{')
2
Grundfrequenz: &:% = W, = =

3.3.1 Symmetrische periodische Funktionen

gerade symmetrische Funktionen:

T
Hilfsfunktionen: C", (f} = cos(v. w., '!) 4 z
/190(#]«— T ~e1+n
+ +
S ¥ g bk, [Tk - T
Ndherungsfunktion: q(t)= aoooo(t)+a1-a (t)+...a -V (t)
= Fourier-Reihe: = a, +aicos(wyb+-~aﬁcos(nu$b
= a, +Z a ycos (v-w,h
AT s A

Gleichanteil + Summe von cos-Schwinouncer
deren. Freguenzen canze
Vielfache der Grundfre-
quenz sind

~%
$§[[Wwwmaﬁﬂ- /'fﬁhamnaﬁd{

v
z |
i 73'/ L#)-cos(v-ewnt)eld

‘Gleichanteil: Clo = -Ef 7{&)‘1“ = % / ;Z[f/d‘/‘

%o =——/ ,,Z#/ol%
Einfache Darstellung: Linienspektrum:

Es zeiqt, bei welchen Fregquenzen Schwin- day

Fourier-Koeffizienten: ¢

cungen unabhingic von der Phasenladge we-
sentliche Amplituden aufweisen und so zur
Bildung des Signals wesentlich beitragen. I l

fo 24 344, }-f-o 7

0 4 2 3 4 & N




-e)

3.5

Beispiel: b Mt
R Uy
LUp=&V T=4ms T =5ms .
) ische Pa der Funk - TR R T.°
a)  Matnematische Fassung der Funktion: L, S~
| ,u(t‘/={ ‘(“ 0L+¢ Zz
. £ %454z2
b) Grgngfreauenz: {°=_’J;= o3 “ZOOH‘Z
c) Fourier-Koeffizienten: a, =2 7—_—.-/ ,«_64} cas (v ‘-oo'é)O({
y p
= 77':0/% 'Co.s(v~c.9,.~{)a/{ ;73.-/20.('07(%
= .-/..lf- Uy - ;;"-; S/‘n(\aw;{)lz £0
| 27?/10 [S/m(\%‘—‘- ) —S)n(o )_7 +—(}
~§%?.r”{vr$ﬁ=—h—3n{vf)[L
o =2-L JRultld =2-F- [, A -2 Ut
=2l [T -—o_‘(;u.r =& T
d) Fourier-Reihe:

3{ U7 +Z Sm(v?‘-,») Cos(v -2

\ ) N1 —~
Qo . CL o

= 0,8+ 149 - cos (27 200~ %% )+4,21 cos(éT 2002,
+0,81-Cos (6T-200-%1s ) + 037 cos (872005
40,0 « cos ({0T2004/)-824 ~coS(12T200%

Linienspektrum: )
enthélt die vollsté&ndige Information.

cos-Schwingunagen

, 1Aﬁc_{\?l-*"‘;p,mpntude:rx
Fregquenzen
_a
14 in Phase: (+) Vs,
- B
o 02 o4 06 od 4, 427 1% 47[/1(;/-2_

0 1 2. 3 4 5 6 ? N



3.6

z(éJ-#[(ff)

Ungerade symmetrische Funktionen 4 /]

Hilfsfunktionen: | ‘ -ZVl 271/ [/

gv(t‘) Sin(v-w,d{)

Ndherungsfunktion: g(t)= b,»a, (t)+byog, (t) +.. b e g (t)
= Fourier-Reihe: = bl-sin(w.t) +bésin (Zw,,f)--'-bn- sin (0, Y
[
=Z’b\,-sin v,
v

Summe von sin-Schwingunaen, :
deren Fregquenzen ganze Vielfache
+-;- der Grundfrequenz sind

Fourier-Koeffizienten: b 5j f({.'?M(\) rout d{ j f{zt/ Sim(ywet )c#

Beispiel: ‘ M(‘,

~a)
b)

c)

d)

e)

Z

b = — - _/2{7{}‘5/!7(»‘0. {)Cﬁé

2V T =5ns ' i ' ﬂj_]
' L

Mathematische Fassung der ank:ign
At = {ir 0 Lf<.I.

Grundfrecuenz: f'o - _7__4- =:4 555 = 200 H2
I
Fourier-Xoeffizjenten: bo :Z- :rz-_- 514,(_4) Srm (\7 (s { )c(/{

=% J U -Sin(veco,f ) LE
T\)_E [‘cos(\, T)+ 17

= 7‘('( Z7 (os(wr)]-Z@—Z.[/{ (— J[l{]

Fourier-Reihe: 5({) Z% [7 (_7)-] S,h(\) }

= 2,84 sin(ar-200-175) +0,?&7$1'n((/7-200~¢/.s)
0154 sin(107 200-¥) +0,36-St(1ur-2004%) -

o
I'd

Linienspektrum: )

<J

02 06 1,0 14 48 Kk
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Die Originalfunktion f£(t) kann offensichtlich durch die Néhérungs-
funktion g(t) ersetzt werden, wenn g(t) ungnglich viele Glieder
enth&lt. Hier: £(t) -=Z by-sin@wt)  unendliche Reihe.

N =4

Den verbleibendenndnimiertenFehler bei endlicher Gliederzahl

hier: a(t) =§:b¢ sin@wt). endliche Reihe,
erhdlt man durch Berechnunq des Fehlerquadrats F 2
Hier:  F_(t) = ( f(t)-Zb\, sin(w.{))
v=4
2 4 Zz.t ) 2 ‘ |
R o=z TTRWT o
Beispiel: Niherung 1. Ordnung: : -
g(t) = b, sin (w.t) : %)
Fehlerfunktion, betrechtet fir 0<t<172. | /\ T}\
Fo(t) = £(t) - g(t) = Lo~ 5"’(”‘1‘) ‘7
Fehlerquadratfunktion: ' . F’G)

(£ (£ 2 = [Uy- M—.sm(l-’rt‘}]

Mittleres Fehlerguadrat:

F)? =2 j [U,- 4. sinl 2 4] el
=[ u§~8(4’,;'l‘.7 =03 UZ = 0,76/ Cbg®

Beispiel: NZherung 3. Ordnung:

~\ ¢
g(t) = b;sinlsi)+b,sin (3 | \,\4 \ s

bq" L-Lﬂ":{'- b;‘%‘#"

Fehlerfunktion: F,(t) = f(t)-g(t)= L. - E,_r‘!:.s/‘n{co.{}~§%-.<r'r{zwo£}

Mittleres Fehlerquadrat: ?32 =[7J,z-3(%'/{-3’(3—,,(4"}7-= 0/4~L42“ = 04 {Vz]
Allcemein: (fir dieses Be«'s"yiel) -1;-n2 = U°z[4— (IH iRt A nl )]

Dieses Fehlermaf entspricht elektrisch der Lelstungsdifferenz der
periodischen Funktion f(t) und der endlichen Fourier-Reihe g(ﬁ)
an einem ohrschen Widerstand.

Damit die Fourier-Reihe g(t) zum Funktionswert f(t) konvergiert,
muf f(t) folgende Eigenschaften haben: '

- eine.stetige Funktion mit endlich vielen Sprungstellen,

- endlich viele Extrema.



3.3.2 Nichtsymmetrische, periodische Funktionen. 5&)
f(t) kann stlickweise stetig sein: ”//’\V/{///$%//f//\4>
. | Y t2T - &
hier: : +mit +'n1 fur O<ctet,
i) ={ -mgt + n, fir t ctet,
+mft + ngy fir t24t<T
Niherungsfunktion: unendliche Fourier—Reihe
entweder: £(t) = ag +Za . cos (vw,{) +Zb\, sin (Vi)
mit den Fourier-Roeffizienten: |la, ééL -J'ﬂ¥)df
T
a, =.-2r=ff(t)~ cos (vt) dt
[4
by ="f2'af (t). sin (vt dt
. =24 = all
und der Grundfrequenz: fo = coo—i%—
’ A
oder: f(t) = 2, + \‘; S;cos (vt + f%)

Gleichanteil + Summe von phasenverschobenen
co§-Schw1ncungen.
2

A .

Sy =Ja\,2 + by

Py = —arc tar(—%} Vorzeichen von ag beachten

{IWichtia: Zeitverschiebungen von f(t) nach f(t - tl) wirken sich
nicht auf’die'Amplituden gv,_sondern nur auf die Phasenlagen- @,
der phasenverschobenen cos-Schwingungen einer Fourier-Reihe aus.



3.5 Systemreaktion

3.11

.Eine periodische cosinusfdrmige Anregung der Frequenz fO'
(Beginn: t = - 00 ) wird im System einen eingeschwuncenen Zustand

derselben Fregquenz fo als Wirkung erzeugen

(Anfangswerte sind abgeklungen).

-~

Beim Zweipol 148t sich der Zusammenhang zwischen Anregung und
Wirkung durch Einfilhrunag eines komplexen Wechselstromwiderstandes

einfach darstellen:
2 (wo)
Dabei wird die reelle Anregung: i (t)

durch den komplexen Zeiger ersetzt: I
der mit-w, rotierend al.s Drehzeiger
einen komplexen Zeitaugenblickswert
darstellt: i(e)

es gilt: (¢)=Re{ ilt)} - Re{ 3.2y

Die Wirkunag erhdlt man mit dem
onms chen” Gesetz

[

la

Die so gefundene Wirkﬁna;

.Ist ebenfalls ein komplexer Zeiger,
der als Drehzeiger mit w, rotiert.
| Mit diesem komplexen Augenblickswert
flir die Wirkung: u(t)
Erh4lt man die reelle Wirkung: u(t)

=2 (w,)ed P(L%)

= I.cos (wo-{f'p)

I'ej7 .

= _I_'ej ot
. Jot
Re ‘{3-61?-8@

{=3F-cos(w, t+@)

2 (w)-I
= Z (w.) . IA. ej (¢(UO)+¢)
= U - ej ?3'5

= _[].ej w.'é

=Re { u(tl)f

Ref a0

= U cos (Lot +Pu) |
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Wenn von einef periodischen, allgemeinen Stromahregung- i(t)
 die Fourier-Koeffizienten bekannt sind, 3y Py -

kbnnen diese ebenfalls als komplexe Anregungszeiger
aufgefast werden: . ' I,=I,.e 3Py
die mit den Drehgeschwindigkeiten Vo rotigren.

Die Wirkung erhdlt man ebenfalls mit

dem’Ohmschen”Geset_:z: ' , Uy = Z(vu,) Is
Diese Wirkungszeiger rotieren = Z(vww) -1y e:' (P(v100)+9, )
ebenfalls als Drehzeiger mit V.we = - U, gg\))

Den komélexen Spannungszeitaugénblickswert erhdlt man als Summe
von Drehzeigern, die mit unterschiedlichen Drehgeschwindigkeiten:
Mo rotieren. :

. cm - -

Diese Reihendarstellung des kemplexen Augenblickswertes der Wirkung
heift auch: ’

" p ' ' 2 JV Vot
Komplexe” Fourier-Reihe: ,u(f) -’-_uO + E UV 2 = U +Z L( ) %q /
= X v'é

v=1 .

Damit erhidlt man die reelle Wirkunag:

wlt) = Re{,a(é)j Us +Z Uy Cos(vw£+9(°))
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1. Beispiel:
Eine Impulsfolge u(t) wirkt auf einen Zweipol (Beisniel 3.3.1).

It =2 _
4 (#) P=1
Uo = z"V u’ - '{_
T o=Sms ~ wuit 5ien
a) Grundfrequenz: fo & 200 Hz
b) . Fourier-Koeffizienten: bv =0 '
Y
20 =U."TF =08V
ay =2ls:5in(7vF)
c) Komplexe Anrequnas- i@, hier:
zeiger: U,=0U, e V =—=q,
‘ 1. Vo0
d) Wechselstromleitwert: V)= 1 = = °
. ¥( ) -Z—(\).wo) -R+—)\)J(J—_ 1+j\>‘o,-R.C
N-wo-C )(‘““arr{'an(\’w.'EC')j
\fT-r(v o R O)% €
—arctan(V-weRC)
: y{\)‘wb) 'eJ({ g )
e) Wirkunaszeiger: : )(-@_—ar({an(vdﬂf)
_;_\) =¥,(\>-wo) u\) —Y(VOo) Qe
(V)
Vo 1 L 5 ‘ e |7 I8 s 10
U\! 0,8 1,49(1,19(0,79;0,37|0 -0, 2% -0, 34-0 31=0,16 O |V
: zusatzliche Phasendrehunq von 180°
Iv |0 0,23/0,2210,16/0,07}|0 -0,08-0,0%-0,06-0,03 O (mA
190 VA 38,5|21,6(14,8|11,2{9,0{ 7,5 6,4 |5,7 |5,0 |4,5]|nrrad
0087 -V &
3=+ - S/n(v ) A
Y m
JA+(o,ym-)> TV b

0 6‘4 Srn(\'> _r
\ﬁ%ofwr SO [m A]

%5?’): ° - arctan (0,47 V)



Linienspektren

Anregung: Reine cos-Schwingungen

45 4
A
08

7

l in Phase

—gs
9o 4

ERNERERTT

gegerr Phase

L

3.14

Wirkung phasenverschobene

3y cos-Schwingungen
,,-,TA

03-.

021

Q17 J I in Phase

| PR —
THT TN 2 flew

-01+ gegen Phacse '

9)3

additive Phasenver-

| l schiebung:
l]lJ-‘lll

—— é ?%ﬂ¢i



2. Beispiel:
Ein S&gezahn wirkt auf einen 2Zweipol

3 -20mA i) o / /?.-.2
T: 4m.$ }o ﬂg_..z_
R =Sk 72’ R
:20 F o
¢ o T z
a) Grundfregquenz _ fo = 1 kHz
b) Fourier-Koeffizienten ag = %f‘ﬁOnvA
a, = @)
| by =-‘FJ\§ |
c) Xomplexe Anrequngs- . SR
zeiger: I, =1, eI Py hier : by
d) Wechselstromviderstand: Z(\H—k)’ R
' . _ = A+jv-, R-C
2 —jarctan(v-weRL)
A+ (v-w, RC)*
e) Wirkunaszeiger: !{O ==§§(v~coo)-;}§
' —Jarc'fo..u(\: W RC)
=Z (V) b
= » U\) * ‘Q )%e(sv)
N0 1 2 3 4 5 6 7 8 Q 10

+10 |-6,4|-3,18-2,12-1,59-1,27%-1,08-0,92-0,79~-0,7%4-0,64 mA

uy| +50 |-26,9-9,9 +-5,0(-2,9|-1,9 }-1,4 |-1,0|-0,8 |-0,6 |~0,5 \Y

M s |-33,1-51,5-62,1-68,3-72,3-75,1-77,

2-78,7-80,Q-81,0 Gragd.

= —35

20 Jy]

00 .

VA+(0279)2 " TV

Ty \//H(O?.n\)

Uy, = 2(0) -

= [v]
o, = soV]

cps(\))..- avrc tew (0,277V )



Linienspektren

Anregung: Reine sin-Schwinguncen

4

) 3
2%

+S in These
5 10

T —
l Ph {ﬂﬁ&

Ny ‘gegen ase
\\‘Lv

-10 )] #—=Qo

§ Pv

!

3.16

Wirkung: phasenverschobene

4 Uv -sin-Schwingunoen
ST Vv in Phese
K2 ‘40d>
L
2§ l gegen Phese 7(/1(&
-— _U,
-50¢ S )
4 oV,
w» s 10
l l Ficty
45 |
- aod

Tadditive Phasenverschiebung
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3.6 Fourijer-Reihe mit komplexen Koeffizienten

-
Durch den von Euler definierten Dreher: 'éw= cos(?) + 3 sin(gv)
lassen sich trigonometrische Fu&ktionen darstellen.

Die Fourier-Reihe f£f(t) ag +Z[av‘cos (v-w,ot) + by -sin(v-wo't’)]

X \)r“
. by Vst ayiiby Vet
geht iber in: f(t) = Qo + [Z&—JJ + .
o \é:¢ e \3_*/ €
=Cv =Cv
reelle Zeitfunktion = komplexer Zeiger + konj.kompl.Zeiger
X Dreher &konj ;k(ompl.Dreher-
=kompl.Zeit- =konj.kompl.Zeit-
augenblickswert augenblickswert
nmit den 4 T —jv-nt Y@y
) & m— K = . Q
komplexen QN T o/ K&) Zﬂ \,.wo.{—d{' € »
1l v * 1 L =)¥
Amplituden: Co =_'Fof %L) e At =cy. e

Sinus- und Cosinus-Schwingungen positiver Frequenz V'{o

werden durch die Addition von positiv und negativ rotierenden
Zeigern gleicher Winkelgeschwindigkeit VW, ersetzt.

Gedanke: Die neagative Rotation—(\?'wo)kann durch einen positiv
rotierenden Zeiger mit necativer Frequenz erreicht werden. +(’\"U°)

o
Ly = +..C'—¢
' - +¢3 TV, 1
- )
es folat: f({' -Z o ¢
S -]

v .
T et
co =2 [t

daraus erhd&lt man die reellen Amplituden:

der cos-Schwingungen Gy = 2 Re{ (v} Q,=C

der sin-Schwingungen b =-2-Faaf o} _

der phasenverschobenen cos-Schwingungen S\)‘\IQ?\') +5$ = Z'IQNI

Co
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@)

Beispiel: Us
Uo= Lk o < T Y
T =Ims * T vt 4 '—Ww&}T
T =Sme i~ = —,— U,- e (,H—— -)\Jw e . .

e ~ —jvarL
C‘-o"uo'l}:: =jg2es e’ 7= 7]" e [cos(mof \-1-jsinCarv:s

=09V ] _9_-2“ [sm(zrv-'”’—)*-)(cos(?.?r\)-t)-ﬂ)J

_QJ-G__[SH‘I(S-/-/—\')*‘)(COS({‘/IV) 1)J ZV:(

. Tvlo 1 2 3 4 15 6 7 8 9 10
ta, = Refcyo,8 |0,6 0,19 |-0,12-0,150 +0,1 |0,05 |-0,08-0,07 O |V
by =-Imicdo  |*o0,43%0,5% 0, 380,11 *0,07%0,13%0,14%0,02 0 | v

L{C %1/\/
TS feh
°0l‘-( ;

e

fﬁ?’ﬂﬂ { QV.}/\/

-2

- R A e
-1 “‘1"'2.,%(&
ok}

Cv‘i S\; = i%’; J[S/‘h(l??\)-t ]z-f[cos(zﬁvf-)“ﬂzw
W2-2- (os(zﬁ\: L) = u" /Sm(//on/—-ﬁ'\—%lfs/n({r[-v)/ [\/_]

Zn\?
- cos (& V) 1
$o =+arc '(-an{Sm( ) )
Ivio 1 2 3 4 s lg 7 g8 ‘9 lio -
Cv|o,8|0,75/0,57/0,4 |0,190 [0,12{0,17/0,150,08 O | V_
®y t/ 335 | 71 | ¥107| ¥144| / T35|{%67 | 7110 F164 | / |Gred
Zweiseitige spektrale Darstellung:
4 cv=%s, |
41,2 } 99*’
9 0,3 ._l:ob
! 4+30°
AL ] —
o 1 2 fluk -2 -1 | 11 2 flnik
_30'-
1




4 Fourier-Transformation

4.1 Fourier-Reihe einer Zeitfunktion mit variabler Periodendauer

Beispiel: Gerade symmetrischer Rechteckimpuls

(‘F’M»\&') ‘%IML&)
1. L1,

! S tims l 20 &ms
U,=8 Vv Teldns Lle=8V T=4ms
T, =SmS ' T2 =20ms ‘ y
Es gilt wegen: f(t) = £(-t) ‘/o =T
reelle Amplituden: R :i.a\, #v sm(y\al ) Clos uo..'l_l’..
reelle Amplitudendichten: Tu, '
(neue RechengrdBfe) T (v "I by = Tt = Us"T

=04y 0 200 400 1600 1800 |1000 |1z
~ o 1 2 I3 |4 s |

@ ¢v 1,6 |1,4%1,190,790,370 |V

TCv |8 ,0 |7,3555,943,951,840 |mV sec

f—*\’~£‘o 50 1100 |150 1200 [250 {300 350 1400 |... | Hz
N[0 1 {2 |3 14 5 6 7 |8

@ Cv |0, 4 |0,390,390,380,370,350,340,32%0,3 v
2-C9B ,0 |7,827,737,577,357,07 ,74]6,365,94 mV sec

4,0] | @ ‘ | ’;//
0S ‘ g
4“” ”I ]“_IIIL;.L - 2' l T‘I- -
02

o4 06 08 40 flichh 02 04 06 03 AD fluk
Linienépektrum Linienspektrum
der Amplituden der Amplitudendichten

Fazit: Wird die Periodendauer von zeitbegrenzten Impulssen vergriBert,

so erhtht sich die Anzahl der beteiligten Schwingungen in eipem Fre-
quenzintervall, Ihre Amplituden nehmen umgekehrt proportional ab, Fir
T-e00sind somit unendlich viele Schwingungen mit unendlich kleinen
Amplituden zu erwarten. Die RechengrdBe Am 1.’Ltudend:i.ch‘ce/\Arnpln"ude

P n * g P Frequenzabstand

ist jedoch unabhé&ngig von der Wehl der Periodendsuer und nur von der

Form des zeitbegrenzten Impulses abhangig.



4.2 Fourier-Integral

4.2.1 Herleitung mit der Fourier-Reihe

Ausgehend von der Fourier-Reihe V +00 ‘et
)V 1
mit komplexen Koeffizienten:  f(t) =2 Wo=27 =

V= -0

AN -
folgt: f(t) =§17-T- E(TC,,) ) x Wy
\):-&—ow_'/

Amplituden-
Gichten s

N
kompl.Zeit~-
augenblicks-
wert x(v, t) x Linienabstand

&2 Flichenelement

reell ev Zetfdu letion s wert = Aufsurmierung der Flichenelemente:

{av d=const.: § Y(V)

w
sclriHouese Grema W‘é.be.'(ﬂ*o\cl«'{'t:ué:
Far T —w=oo -,fo(sf(: w°=-2—7—’L—>c/u Gud Voo W
MIT E};" 71_1_1;’700 é_z-c\, € ) (. o°=z-§,-;/:z}‘_zoé77c,} ~,ejuj¢o
=£1’; ./:Q,___Q(co) ejw+clw
' +T4 e
it §(w)=,iéilg;{r'c~’}-’l_/—ﬁ; [T %—4’%/ )mié

N VT

komplexes Amplitudendichtespektrum (eine Rechengréssse)



4.2,2 Herleitunc mit dem Transformationsbeqriff

+00 _
'Mit der Fourier-Transformierten: ’f‘{l{é}} ;:J %He it

erhilt man das komplexe Amplituden-{] o o4
—)w

dichtespektrum: St =f fﬂ)e ol

- -0°

d.h. die Bildfunktion von f(t).

Die Rlicktransformation in den

Zeitbereich (Originalfunktlon)

erhdlt man mit dem

| N
¢
=5 [ Swre’ dw

Umkehr-Integral:

i1 - £ fet 5006 uto

Zum besseren Vergleich von Messung und Rechnung ist auch folgende
Definition eingefiihrt:

W< [s0)e
|l el =2 !3‘3‘ 15l ey

Die Funktionswerte von §[f] und §joo) sind fast immer identisch,
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+
Beispiel: b el
Uo
.
0 v t
-t WUWeo ' )(a'f/
Seo) = /U dt =53¢
-~,wT —J'o c ~jw'
“sele ¢ -1

=)-—- [COS(LO( )—‘1") SU’?((.QTJJ

A+ Ble)= —03“- [sinl(wT)]+) _<,3° [cosCom)- 7].

Ao) = 72e{§(@)3= Uy Slfncfé;T) |

B o) = Imi Sw)f = Uo T cos(g;@ -1

Seo ) = \[A(w)—ff(w) =U°- /S/g(?z)

si- Funition
(.Spa.lv.‘/unl/!‘[on )

A _S[ip) //5/7,2({/[7'/’)/

%

3 _
- f




4.3 Eigenschaften uné Hilfss#tze
4.3.1 Syvmmetrie-Eigenschaften

4.5

Gerade symmetrische Zeitfunktion:
Ungerade symmetrische Zeitfunktion:

Beliebige Zeitfunktion:

£(t) = £(-t)

Sto )= A(w) =2 f{(m‘) cos(wt)olt
f(t) = -f(-t).

Swo) = - E(Lo)--)Z ff(é )-sinlot)olt
£(t)

So) = S()- o' A(Lo) + B

mit: gerade symmetrisch:

ungerade symmetrisch:

A) = Al-w) Blo)=-B(-w)
So) = S(-) P)==-¢(-w)
Beispiel: d )
ac(t) =au(-¢) -
v 12:. - +I ¢
S ) = Aw)=2 [, coslwt Mt T
s2U, 5 S/I’?((.o'”‘/% 4sp)=A)
- U SinfoE) /I
- 4 1IN~ = 7
T £
Beispiel: At
é" =-’“( 'é} I -3 r—l -
O(w) =j Blw)- -)Z/Ll Sm/an‘)dé L = ¢
a2l L Cos[w{)]/z 1S(4)=)3¢)
=3/ . ._Qos(w I)-1 EaX .
)U., T ‘ \/3%_\/_‘;” ?‘
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4.3,2 Hilfssdtze '}'{{&_} S(oo)
4.3.2.1 AEhnlichkeitssatz: ;:{f(a£8=‘é_"§(%)

Grundgesetz der Nachrichtentechnik
Zeitdaver eines Signals ist umgekehrt

|

proportional seiner Bandbreite.

—jo-te
4.3.2.2 Verschiebungssatz: ?/{f({-t‘,)} =& an -;Q(w)
| JF{E4)} - S
4.3.2.3 Differentiation: ?’{ d—é#} = )L.D:S_(w)

4.3.2.4 Integration: 7’{ f:!é')d?’} — ;%o“é(w)+F5(O)J/u
vy S+ 350

Beispiel: § @ ' b My (F] = adsq (c-t)
11 . e 1 _
i t v, ¢
' 4 . T2
§ () =An) 22 Uy ST 5, (o) = Ao - -2, sinlo?)
A,,{{).—.—_Lé, s(‘:év(?ré'/‘«} A (L)= .U.n. ém(/cgﬁ)
T .

-;;-Aa(z %)

Spaltfunktion
Beispiel: Al b : @) 3
- I R
T t -7 4T t
S:(t0) = Aaleo) +] By () S.() = A, (W)= Ut Sinle)
- - w Y

=uo/r. Sfﬂ(wr)+~u 2 (OS((.;T)‘ ]

S.()=

sinlw T)] +Zcos (wT)- 17"

J?_ 2-cos(wD
\//5“,,((01’2)/ 5, (W)= %‘L‘/S’\"’(“’%)/

|

E’CI’: E
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4,3,3 Spezialfélle

4,3.3.1 Nadelimpuls

Um die Amplitudendichte eines technischen Nadelimpulses u1(t] zu
bestimmen, wird von der ‘Fouriertransformierten der (technisch nicht
realislerbaren) mathematischen Impulsfunktion -Dirac-StoB- ausge-

J(¢)

gangen:

Der Verlauf der StoB-"Funktion” ist nicht als Formel gegeben,

Es sind nur zwei Werte dieser "Funktion” bekannt:

}H‘)-’= { Co £dr -0lEtL+0O

+co o Sothn ;1[
Fir die Flache unter der "Funktion" gilt: /(}({)o/{_._: 1 [c/l'rnens?o”s/osj
- O

D.h, die "Funktion” J{{) ist Uber ihr Integral definiert.
Die Dimension der "Funktion” ist somit: [_-Z-], wenn die unabhdngige Veriable,

die Zeit t die Dimension [s Jhat.
Zur Bestimmung des Fourierintegrals des Dirac StoBes hilft eine

u . J'Di
anschauliche Darstellung des Verlaufes des Integranten, }/f)= C/[{)‘e
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Wirkung der Ausblendeigenschaft des Dirac StoBes -ZQ J(H

- im Integranten :t(f)- ) - an einer Vergleichfunktion:

A 4] i 1)
W) 1 .
! 4 | ~t
A 4
! -1“*7
Ris P
i -
—UUTPU U UU i £
e | | M/ M )
o - )
3__&: ln&{o"[’é - .; o % gl'”o \(r)
s
/? e § M. G |
. C o fess o | | : Fa-—~— o—
Steys [ I@L 4 Spteo= | 3O (4
CLTBmittae A S 2
LT L { — c=
== + =4 (diweusiouslos]

{g,_(}gg&__. Tes)= Aa) = A||
S - 1781

Korrespondenz:

StoB-Zeitfunktion:

N {'(H [js'j . . A_g ({) [J«'eu.euS('ouf/o
. ;(}‘ L : - ) 4 .

— %57 L [
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Mit der Riicktransformationsformel 188t sich der Dirac-StoB als

Integralausdruck darstellen.

PR g et 4 [ otiwd 7

C/Q' "'7'-’/{-,2) plw-%-ﬁ*fg” wa*E'/Q} dwj
,oo o — e
B T =

};:Z fzhb# w* %/eﬂwclw‘j :% /fcs(wv//o/co

/ cos (2774¢ )edf

Anschauliche Deutung:

Die Auf‘summierung von cos-Zeitfunktionen mit infinitesimal Kkleinen, aber
frequenzunabhéngig konstanten Amplituden &= d“" =2df [}%rgibt die mathematische
Impulszeitfunktion: 3’({—]

Der technische Nadelimpuls u, {t) kann unter Bericksichtigung

des Dirac-StoBes gendhert werden durch: u(t) = 3- J(f)
A (£) A (t)
u-s . 3 -0t

— Y — ¢ ~t
b Siw)=UT s:(w'l’/z) 4 S()-3
e p u,-}}* w l —

Damit u1[t]ﬁu(t) ist, miissen wenigstens die Anfangswerte der Spektren

gleich sein:

S, (0 = S(o)
U-r = } [.Dimzmsiom: V‘.S]

D.h. der Proportionalitdtsfaktor$ in der Néhei‘ung u(t) fir den technischen
Nadelimpuls u1(t) muB gleich der Impulsfldche u1(t)dt des technischen
Nadelimpulses gewdhlt werden, Die N&herung u1(t]a=u(t] ist um so besser,

Je kleiner?ist,
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1.2.2 Ubertragungsfunktion bei Impullsanregung

Es werden die Rechenregeln der Fourier-Transformation auf dig das
System beschreibende Dgl angewendet.
Beispiel: RC-Tiefpa8 .'RC'A:(,_ oA, = Al

jro. RC Slw)+ S w)= S, (w) |
| = 1 .
S 4+ jw-R(C £a(e)
S, ~ S

Ausaangsfunktion _ S, _
Proport:.onalitatsfaktor.. UbertragungsprozeB = Finganaosfunktion = ? :_/_:

ist zeitinvariant:

: . | ) b(ew)
' Die Ubertragungsfunktion: Flw) = Fw) e

ist identisch mit dem Frequenzgang, falls keine.-Anfangsbedingungen
zu berlcksichtigen sind. - ‘ '
Das Spektrum der Empfangsfunktion erhd&lt man durch Multiplikation

des Freguenzganges mit dem Spektrum-des Sendesignales:

Sw) = Fl) Si(w)

Fla W)= Fro)- T{ @
Sonderfall: Sgndezeitsignal ist die Stoffunktion

s @) 28 o— Sw)=7

S w) = Fo)- 1

Das Spektrum der Impulsantwortfunktion ist 1dentlsch mit dem Frequenz—

gang des Ubgrtragungskanals.
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Zusammenfassung:

Bei einem System erh&lt man im Frequenzbereich fiir jede Anregungsform
die gleiche Systemfrequenzfunktion. .

Die Systemfrequenzfunktion 148t sich bei gegebener Schaltung durch
Einfiihren des komplexen Widerstandes unter Vefwendung der Rechen-
regeln fiir komplexe Zahlen leicht finden.

Beispiele: i . 0

D m SEWEI , P e
iﬁ"’&éﬁ -2 !%;
-— s./.-' 3}7._‘ - Z‘u N
ii 1 : _ 2, - )W rRc
F(w)~ 22t 2 4+;w72C _‘.C(“)“jq*lz 1+jw RC

Fﬁ#ﬂ : Faﬂt////”//’*————__
\ X w ] ‘ ; "o'
—b( V__ b(w>1%\ |
4 z
. e

e w t

Das Sendezeitsignal wird durch die Syétémfrequenzfunktion beeinfluft
‘und erscheint als verzerrtes Empfangézeitsignal.
zu den Beispielen: '
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1.3 Systemzeitfunktionen _
(Hilfsmittel zur Systemsynthese)

Wesentliche Eigenschaften eines Systems kdnnen auch aus der System-
reaktion .im Zeitbereich auf bestimmte Testsignale abgelesen werden.
In der Praxis ist es schwierig, einen Nadelimpuls (sehr hoch, sehr

| schmal) vollstindig (nicht begrenzt) auf das System wirken zu' lassen.

Naherung fUr den technischen Nadslimpuls u1(t). unter Beriicksichtigung

des mathematischen Direc StoBes. ult)s 3 é‘(‘é]
i (t) | » At

uv 3 'J',(t)
2, —bm 4 —¢
—-
4 S () 4 Sl :
u-% 3 F43-04)
| q ¥{d+}
T Wy Py Lo o

Damit ult)= u,l(t] ist, muB fir I = U.3’ eingesetzt werden.
Der technische Nadelimpuls wirkt wie eine mathematische Impulsfunktion
die mit einer Konstanten I multipliziert wird.

Es genlgt deher, die Wirkung der mathematischen Impulsfunktion zu untersucken.

’

1.3.1 Impulsantwort

Mit der Ricktransformationsformel 188t sich die anregende, unstetige

Impulsfunktion als Integralausdruck darstellen:

o

i, () 2 «}(é);_ % '(os(w{)o(w O_"—’—g”(w)f'/’l
=2 [ cos(?.ﬁf{)o()f | [T

Anschauliche Deutung:

Die Impulsfunktion wirkt wie eine Summe wvon cos—Schwingungen mit
konstanten Amplitudenﬂ'_“’zc{{auf den Kanal. |

/



Wirkt diese Impulsanregung: ul‘(t) £ J.(U [./7‘1:7

) blw)
‘auf ein Ubertragungssystem mit dem Freguenzgang: Fw)=F(w)-e
so erhilt man die Systemreaktion: S/ (W)= F (L) Syw)
' o = Fo)- 1
Die Riicktransformationsformel: : {.

() = a7 /5 ©)- e

~liefert die ImpulsantWort'bei gegebenem Frequenzgang:

bw) j&)
Ay ()2 3(1!} Z,,-/F(w/ e du
J(wt+bw)
/”(‘9) ¢ dw
mit: y(w)-—gp( W)= b(w/+w ¢
folgt: M,ﬂ ¢ 3(* = /F{w) cos(ot+bo)d

[nschaullche Deutung:
Die Impulsantwort setzt sich aus einer Summe von phasenverschobenen

cos-Schwingungen zusammen.

Die Amplituden erhdlt man durch Multiplikation der anregenden konstant
Amplituden%‘:’ mit dem AmplitudengangF{w) des Kanals.

Die Phasenlagen entsprechen dem Phasengang des Kanals.

Die Impulsantwort wird auch Gewichtsfunktion genannt, da sie allein
durch das System bewertet wird.

Bei gegebener Impulsantwort g(t) liefert die Fourier-Transformation

den Frecuenzgang des Kanals:
) +eo —jut

F)= [g&)l-e ot





